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Informacdes Sumério

Recebido em Este trabalho apresenta a Parte I — analiticonumérica — de uma validacio de um
Aprovado em modelo constitutivo viscoelastico: a formulagio incremental da deformacio de fluéncia com
Publicado em 2026 envelhecimento para o calculo de tensdes de origem térmica em estruturas de concreto

massa. Parte-se da fungio de fluéncia obtida diretamente de ensaio (ou de modelo
reolbgico a ela ajustado). Diferentemente da formulagio cléssica viscoeldstica de Zocher,
Groves e Allen (1997), baseada na fungdo de relaxacio e sem envelhecimento explicito, a
deducdo ora apresentada opera sobre a funcio de fluéncia com envelhecimento, escrita na
forma de uma série de Dirichlet—Prony com coeficientes dependentes da idade de
carregamento. A estratégia leva a um algoritmo recursivo em que o incremento de
deformacdo da fluéncia, em cada passo de tempo, separa-se em uma parcela hereditédria
conhecida e uma parcela proporcional ao incremento atual de tensdo. Com isso, ©
problema, viscoelastico com envelhecimento reduz-se, a cada passo, a um problema elastico
equivalente, adequado & implementacio em elementos finitos. A formulagao é validada em
problemas analitico-numéricos (& maneira de Zhu Bofang (2014) e Zocher et al. (1997),
estado plano e laje fixa). A validagio numérico-experimental em obra (VET / UHE Santo
Antonio) é objeto da Parte IL
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1. Introducao

Estruturas de concreto livres para se deformar quando sujeitas a uma variacdo de temperatura, nao
apresentam esfor¢o interno: o material apenas varia sua dimensdo, proporcional ao gradiente térmico
aplicado. No entanto, sempre existem restrigoes — externas (ligacdo com a fundagdo ou com outras
estruturas) e internas (gradiente entre o nicleo e a superficie ou ligagdo com armadura). Tais restrigoes
provocam o surgimento de esforcos internos que, se superiores a capacidade de resisténcia do concreto,
podem leva-lo a fissuracao.

No concreto massa, o campo de temperaturas é governado pela geracdo interna de calor da hidratagao e
pela lei de Fourier de conducao térmica. As tensdes de origem térmica, por sua vez, dependem nao
apenas do campo de temperatura, mas também da evolucao das propriedades mecéanicas com a idade, de
modo especial da fluéncia com envelhecimento. Modelos viscoelasticos com envelhecimento para o
concreto massa de barragens — e a resolu¢do numeérica dessas leis no cédlculo das tensoes de origem
térmica — foram tratados por Guedes e Gambale (1990) e por Gambale et al. (1992). Sendo o concreto
um material viscoelastico, as tensdes em seu interior relaxam ao longo do tempo, um dos principais
fatores em favor da reducao do potencial de fissuracao.

A previsdo quantitativa desse efeito exige um modelo constitutivo que:

1. parta da fungao de fluéncia com envelhecimento (obtida por ensaio, ajustada a uma cadeia de Kelvin
com envelhecimento);
2. admita histéria arbitraria de tensoes e deformagoes impostas (ndo apenas carregamento constante);



3. seja numericamente tratavel em elementos finitos, sem armazenar toda a histéria de tensdes a cada
passo de tempo, por tratar-se de um problema transiente.

Zocher, Groves e Allen (1997) desenvolveram uma formulacao tridimensional em elementos finitos para
meios ortotrépicos termoviscoelasticos lineares, convertendo a forma integral baseada nos mddulos de
relaxacao (série de Dirichlet—Prony) em uma relacdo algébrica incremental e recursiva. Essa abordagem
elimina o problema de armazenamento tipico de materiais com meméria e é eficaz para fluéncia e
relaxagdo sob a hipdtese de taxa constante em cada passo. Contudo, (i) opera sobre a fungdo de
relaxagao, e nao sobre a fungao de fluéncia; e (ii) ndo incorpora o envelhecimento — a dependéncia
explicita da idade de carregamento — que é essencial no concreto jovem.

Este artigo constitui a Parte I da validacdo de um modelo constitutivo viscoelastico. O objetivo é
apresentar, detalhadamente, a deducdo que permite escrever o incremento de deformacio de fluéncia
com envelhecimento na forma

{Ae"(t,)} = {n,} +q, [VI{Aa,},

em que {77 } concentra o histérico (conhecida a partir da condigao inicial) e q, é um escalar calculavel a

partir da fungao de fluéncia e do intervalo de tempo corrente. Com isso, o 1ncremento atual de tensao
entra de modo andlogo a um modulo eldstico tangente, e o algoritmo torna-se implementavel no mesmo
sentido da formulagdo de Zocher et al., porém ancorado na funcao de fluéncia com envelhecimento. Em
seguida, valida-se a formulagdo exposta em problemas com solu¢ao analitica conhecida, comparando esta
com a solucado numérica dessa implementacao (& maneira de Zhu Bofang (2014) e Zocher et al. (1997),
estado plano e laje fixa). A validagdo numérico-experimental em campanha de instrumentagdo no
concreto massa classe J do VET da UHE Santo Antdénio, com processamento dos resultados de
deformacao, é objeto da Parte II (em preparagao).

2. Equacodes governantes do problema mecanico

Consiste em resolver as equagdes de equilibrio e de compatibilidade da Mecénica Classica pelo método
dos elementos finitos. As equagdes governantes sdo as equagoes de equilibrio, as relagoes deformacao—
deslocamento e a equacao constitutiva:

Vio+pf=0 ou o ,;+pf;=0,
1 1
= E(Vu+ (VU) ) ou gij = 2<uLJ +UJ i)?

o(2,6) = Bz, ) Vi (e (2, 6) — e7(2,6) — " (2, ) — "7 (1,6) — e (1,6) )
As condigoes de contorno classicas leem-se:

u=1u em 0€,

T=0c-n=T em 09,.
A deformacao de fluéncia, na forma integral de hereditariedade, é:

do (x,€)

o¢ .

I3
€W%®=/)(w€£)
0



A integral é entendida como sendo a integral de Stieltjes: eventuais descontinuidades (degraus) da
historia de tensbes contribuem com termos discretos, explicitados na Secao 4.

Na formulacao acima, f é a forca de corpo, T é a tragdo superficial, n é o vetor unitdrio normal exterior
a fronteira, e p é a densidade de massa. Subentendido que €, o e os operadores constitutivos sao fungoes
do ponto x. Doravante, por facilidade de notagao, x é omitido onde nao ha ambiguidade.

Observe-se que a parcela eldstica instantdnea é carregada pelo médulo E(§) da prépria equagio
constitutiva incremental; a deformacao € é, portanto, a fluéncia propriamente dita, isto é, a parte
dependente do tempo, sem a parcela 1/F. Essa separagdo fixa o significado da fungao D adotada em
todo o texto (Secao 3).

Considerando, com base em ampla bibliografia, que para o concreto o coeficiente de Poisson pode ser
tratado como simplesmente elastico (independente do tempo), o tensor de quarta ordem D particulariza-
se como o produto de um tensor de quarta ordem V, independente do tempo e da idade, por um escalar
D dependente do tempo e da idade (fungao de fluéncia com envelhecimento):

o (€)
o¢

f / /
e (€) = V: / pie,¢) 2% ¢
0

/7
Os argumentos £ e £ sdo o tempo equivalente (ou tempo reduzido ou pseudo-tempo), que descreve a
influéncia da temperatura sobre a cinética viscoelastica:

em que ap = ap|0(T)] é o shift factor do principio de superposi¢do tempo-temperatura. Esse fator pode
ser expresso, por exemplo, por uma equacao de Arrhenius em funcao da energia de ativacao.

Para o material isotrépico, o tensor V admite a representagdo matricial (notacdo de Voigt)

1 —v —v 0 0 0

—v 1 —v 0 0 0

—v —v 1 0 0 0
V=10 0 0 21+v) 0 0

0 0 0 0 20 +v) 0

0 0 0 0 0 2(1 + v)

A notacao [V] (forma matricial de Voigt) e V (forma tensoriall), bem como a regra pratica para projegoes
direcionais e montagem da roseta, estdo detalhadas em nota.

3. Funcao de fluéncia com envelhecimento

A fungao de fluéncia total J(t,z), que por facilidade de notagdo, mas sem perda de generalidade
mantemos t e z, é uma deformac@o por unidade de tensdo no instante t devida a um carregamento
aplicado na idade z. Pode-se escrever:

J(t,z) = + D(t, z),

1
E(z)

em que 1/E(z) é a parcela eldstica instantanea (médulo na idade de carregamento) e D(t, z) é a parcela
de fluéncia propriamente dita, ou seja, a parcela dependente do tempo. Um modelo reoldgico
generalizado (cadeia de Kelvin com envelhecimento), ajustavel a ensaios, é:



Os coeficientes D,(z) dependem da idade de carregamento (envelhecimento); os tempos de retardo 7;
fixam o espectro da cadeia (i =1,..., N). Note-se que D depende do instante corrente ¢ apenas através
da duracao do carregamento t— z, ao passo que a idade z entra duplamente: na duragdo e nas
amplitudes D, (z). Uma forma usual de envelhecimento das amplitudes é

D;(2) = a; + b; e 74,

ou, se necessario para melhor ajuste aos dados, com varias constantes de tempo de envelhecimento,

M;
j=1

em que o termo constante a; fica fora do somatério (as parcelas constantes de cada exponencial se
agregam num tUnico a;) e M; é o nimero de exponenciais de envelhecimento da 7-ésima unidade.

E mostrado no Anexo B que esta forma permite um célculo exato para o modelo de fluéncia conhecido
como B4 (Bazant, Hubler e Wendner, 2015): as amplitudes tém representacdo espectral em forma
fechada, e a dependéncia em z resulta ser uma superposicdo de exponenciais decrescentes com
coeficientes nao negativos e sem termo constante. O mesmo anexo trata das restricdes de
admissibilidade que a superficie de fluéncia deve respeitar e do alcance da alternativa por regressao.

Em termos do tempo reduzido, a mesma estrutura aparece como:

N

DEE) = YD) 1= ],

i=1
com os 7; medidos na escala de tempo reduzido. Para nao sobrecarregar a notacao, a dedugao a seguir é

escrita em t e z; a leitura em tempo reduzido é obtida substituindo ¢ — & e z — f/, sem qualquer
alteragao algébrica.

4. Equacao constitutiva da fluéncia e objetivo da deducéo

Sob carregamento uniaxial (ou, em 3D, considerando V), a deformacao de fluéncia no instante t é:

t
607"(15) = Ao’o D(t, t0> + / D(t, Z) %dZ
to

Em trés dimensoes,

{e (1)} = [VI{Aay} D(t, t) + / Dit,2) [VI{ g—g} dz.

A histéria de tensoes admite a representacao:



" o
o(t) = H(t —t,) Aoy + [ gdz,

0

em que H é a funcao de Heaviside e Ao, é o salto inicial de tensdo em ¢, (se houver). O primeiro termo
da deformacao de fluéncia é, portanto, a contribuicao discreta desse degrau, e a integral cobre apenas a
parte continua da histéria. O objetivo da deducdo é mostrar que o incremento de deformacao de fluéncia
no passo que termina em t,, pode ser escrito na formas:

{Ae”(t,)} =A{n,} +q,[V{Ag,}.

Essa forma permite, em cada passo, tratar {77”} como “deformacao imposta” conhecida e absorver qn\/
na matriz de rigidez tangente (ou no operador constitutivo incremental).

5. Discretizacao temporal e incremento de fluéncia

Em um intervalo tipico, t, é o instante genérico e At, =t —t, ;. Adota-se a mesma hipdtese da
formulagao de Zocher et al um dos aspectos mais 1novadores daquela formulagao e responsavel pelo
enorme ganho de eficiéncia na implementacao, fazendo a taxa de tensao constante dentro do intervalo, e
depois disso integrando analiticamente o histérico de tensoes dentro desse intervalo.

— =cte=——=" npara z € [t, _1,t,].

O incremento de deformagao de fluéncia é, por definicao,

{Ae} =A{e" ()} —{e"(t, )}

Substituindo a equagao constitutiva em ¢, eem ¢, _,,

(A7) = [V{ A0y} Dit, 1) + [ Dit,, w{%}dz

— [VI[{Aoy} D(t,, _1,t) — f" "D(t, i,z { }d

O operador [V] é constante e multiplica igualmente os termos em ¢, e em ¢, _, podendo ser posto em
evidéncia sempre que conveniente.

5.1 Introducao de AD, . e separacao das integrais

n,z

Definimos

n?

AD, ,= D(t,,z) = D(t, _4,2).

Separando o intervalo de integracao [t,,t,] em [ty, %, 1] e [t,_1.t,], e agrupando, obtém-se:

(Ack) = [V{A0g) AD, o+ [ Dit,.2) V{52 } d2

+ [ AD, . {aa}dz



com a notagao abreviada AD, = AD = D(t,,ty) — D(t, _1,t)-

n,z|
=1

Chamando a primeira integral de I e a segunda de I1,
tn,

= [ pwam{}as

n—1

= Zjnl AD, . M{%} dz,

tem-se:
(Ao} = [V{Ao } AD,, o+ I+ II.

A parcela I envolve apenas o intervalo corrente e, portanto, o incremento desconhecido {Ac,}. A
parcela I e o termo em AD,, , envolvem apenas a histéria até ¢, _; e serdo reunidos em {n }.
’ n

5.2 Resolucao da integral I (parcela do passo corrente)

Inserindo a série de fluéncia em I,

t, N 80'
I= / D,(z) [1—e<th>/ﬂ} [V]3 = ¢t dz.
t 1 { 82}

n—1 =

Definindo:

Di,n :Dt<tn_ 271)7

isto é, um valor de D; constante entre ¢,_, e t,, avaliado no meio do intervalo, e sabendo que [V]
independe de z e que {00/0z} também é constante nesse intervalo, e lembrando que a soma e a integral

comutam ( [ > = > [), decorre que:

{Ao,} S - /tn [ ¢ —
I=1V n D, 1—e ZW] dz.
[ ] Atn L_Zl ,M A € zZ

A primitiva do integrando, em relacdo a z, é:
/ [1 o —z>/n] dz=z— 7 e =2/

pois



Avaliando entre t, | et

n’

|:z— T; e_(tn_z)/ﬁ' ]t

Portanto,
A
1= { U”} Z D [At - ( e*Atn/n> } )
=1
ou seja,
I'=q, [V{Ao,},
sendo

i { _ n<1_e—m)].

O escalar ¢ depende apenas da fungio de fluéncia (via D; e 7;) e do passo At,: é conhecido antes de se
resolver o equilibrio do passo n. Convém registrar dois limites de controle, titeis na verificagdo numérica
da implementagdo: para At,/7; = 0 o colchete tende a At,/(27;), e q — 0; para At,/7; = 00 o

colchete tende a 1, e ¢ — Z D; . isto é, a fluéncia assintética da cadeia.

1, N’
5.3 Resolucdo da integral I/ (historia passada) e variaveis auxiliares w; ,

Para resolver I, simplifica-se primeiro AD,,

Isolando o fator e~ (tn-1—2)/ T

AD, .= Z D,(2) e a1 —2)/7 [1 A /T,
l i=1
pois
ei(tn 72)/7—1' — 67(t7171 — Z)/Tl eiAt’VIr/Ti.

A integral I7 fica:



{ }dz

7Atn/7-i)
)

N
- 3Dy (2) el =2 [1 _ el |

Comutando soma e integral, e retirando o termo independente de z (o fator 1 — e
N
=3 [1-e b o),

1=1

em que se define a variavel auxiliar:

{wi,n}: t%lDi(Z) (1= /T { }dz

Observe-se que {w; ,} integra a histéria até ¢, _,, e ndo até t,: é uma quantidade conhecida no inicio
do passo n.

5.3.1 Relacdo de recorréncia para {w, , }

No instante anterior,
[ ao.
Wt = [ Dt mm{Z ] d
’ 0z
Multiplicando ambos os lados por e 2t -1/,

0
Wi} e Bei/n = [12 Dy() el a2 e—Atnfl/nM{_“}dz
' 0z

_ [ @t {2 )

pOiS tn_z_‘_At”_l :t

n—1-

Separando o intervalo de integracao de {w; ,, } em [to,t, o] € [t, o, t, 1],

k= [t Dye o { F } as
+ [0 D ety { 2}

A segunda parcela é exatamente {w; , 1}e*At~ 1/Ti. Da primeira, retiram-se da integral os termos

independentes de z (em particular [V]{Ao, _}/At, _; e o valor médio DZ n_1), obtendo-se:

{ n—l}

tnfl
{wun}:[ ] an/ e (n 1 )/Tzdz+{w }efAtn—l/Ti_
At t

n—1 n—2



t

A primitiva de et -1 72/7 & 7 et —2)/7 Avaliando entre t,_o€t,_1,

T; e*(tnf1 —2)/7; ] | p— T; <1 — G*Atnfl/ﬂ' ) .
) t

n—2
Logo,

T

{wi ) = [W]{Aan—l}DZn—lAt (1 - e_m"’l/n> w1} e Al-1/Ti,
n—1

Esta é a relacao de recorréncia: bastam o incremento de tensdo do passo anterior, o valor auxiliar
anterior e os parametros da série de fluéncia. Nao é necessdrio reintegrar desde .

Para n = 1, o intervalo [t,,, _,] é vazio e a integral I] anula-se; consequentemente
{Wi, 1} =0.

Ressalte-se que na recorréncia entram apenas os incrementos {Ao, _1} com n—1 > 1, ou seja, a parte
continua da histéria. O degrau inicial {Ac,} é integralmente representado pelo termo em AD, , e

jamais é introduzido em {w; , }.
5.4 Expressao final de {r } e do incremento de fluéncia

Reunindo o termo em AD, ; com a integral /1,

{n } = [V{Ac,} AD, , +1I
= [V{Agy} V| D,(ty) e ltomr —t/m (1 — At/ )

+ 20 (L) fw, ),

em que se usou, para o primeiro somatorio, a forma de AD__ obtida na Secao 5.3 particularizada em

n,z
z =1,. Note-se que as amplitudes sdo avaliadas na idade de aplicacdo do degrau, D,(t,), e que o

expoente que multiplica o paréntese ¢é e 1=t/ i, com t,

.—1 (e ndo t,), decisivos para a consisténcia
verificada na Secao 6.

Com a recorréncia de {w; ,, } definida, temos finalmente:

{Ael} = {n,} +4q, [VI{Aa,},

com

6. Verificacdo: ensaio de fluéncia a tensao constante

Agora, é possivel aplicar a dedugao incremental ao caso mais simples que é simular o préprio ensaio de
fluéncia. A formulacdo apresentada tem que resultar exatamente na funcdo de fluéncia considerada
como dado de entrada. Mecanicamente, a fluéncia é o caso de um corpo de prova carregado por uma



compressao uniaxial na idade z;,, aplicada quase instantaneamente Ao, = 1 MPa, e mantida constante
a partir de entao.

6.1 Solucdo de referéncia (forma continua)

Fazendo t) = zy e do/0z = 0 para z > 2, a equagao da Secao 4 reduz-se ao seu primeiro termo:

{e7 ()} = [V{Aagy} D(1, 2).
Somando a parcela eldstica instantanea, [V[{Ao,}/E(z,), a deformagdo total é:

1

{e(0)} = [VI{Aoy} EC)

+ D(t,z,) | = [V{Ag,} J(t, zy).

Sendo o estado uniaxial, {c} = {A0,,0,0,0,0, O}T, e sendo o termo V/; ;) de [V] igual a 1,

e nas diregoes transversais, €49 = €33 = —V A0, J(t, z,) — isto é, a fluéncia transversal segue o mesmo
coeficiente de Poisson elastico, coerente com a hipdtese adotada na Secdo 2. Numericamente, com

Aoy, = 1MPa e J expresso em 107°/MPa, a deformacdo axial coincide em valor com J(t,z,) que o
algoritmo incremental precisa reproduzir.

6.2 Percurso do algoritmo incremental

Discretizando o tempo em passos arbitrarios ¢, < t; < ... < t;, ndo necessariamente iguais, e aplicando a
carga na forma de degrau tem-se {Aoc,} =0 para todo n > 1. Percorrendo os trés termos do
incremento:

A parcela I é proporcional ao incremento corrente e, portanto, anula-se em todos os passos:
q,[Vl{Ao,} =0, n > 1.

As varidveis auxiliares partem de {Wi,1} = 0 e, pela recorréncia, permanecem nulas, pois a parcela que
as atualiza é proporcional a {Ao,, _}, nulo paran —1 > 1:

* TZ _ T _ ’
{wi,n} = [V]{O} D?ﬁ,nflAt (1 —e€ Aty Z) + {wi,nfl}e Ay /7 = 0.
n—1

[

=0

=0

Logo II =0 em todos os passos: o degrau inicial é considerado somente pelo termo AD e a

n, 0’
recorréncia das variaveis auxiliares ndo é mobilizada.

Resta, portanto, apenas o termo hereditario do degrau:
{Ad’?} = {77”} = [V]{AUO} ADmO = [V]{AUO} [D(tn7 zO) - D(tn—b zO)] .

6.3 Soma dos incrementos e recuperacao da funcao de fluéncia

Acumulando os incrementos de n = 1 até um instante genérico t;, os termos intermediarios cancelam-se
dois a dois:

10



{e7(tp)} = EZ: 1 {Ael} = [V{Ao,} Zf_l [D<tn720> - D<tn71720>]
= [V{Ao} [ D(ty. 29) — D(ty, )] -

Como t, = z, e, pela propriedade estabelecida na Secao 3, D(z, z,) = 0, resulta
{e7(t))} = [VI{Agy} D(ty, 29),
que é exatamente a solucao de referéncia da Secao 6.1. Somando a parcela elastica,
enl(ty) = Aoy J(ty, %),

isto é, o algoritmo recupera exatamente a prépria funcdo de fluéncia.

Trés aspectos merecem ser destacados. Primeiro, a coincidéncia é exata, e ndo aproximada: nenhum erro
de discretizagao é introduzido, qualquer que seja a sequéncia {At,} adotada. Isso ocorre porque, no
termo do degrau, as amplitudes sdao avaliadas na idade exata de carregamento, D;(zy), e nao pela

*
quadratura de ponto médio D, ,, — a aproximacao de ponto médio sé atua sobre a parte continua do
b

histérico, ausente neste caso. Segundo, a verificacio é sensfvel ao expoente e (fn—1~2)/T presente em
M M
{n }, caso em que os termos intermedidrios cancelam-se para que o resultado recupere com exatidao
n

[

funcdo de fluéncia. Terceiro, na equacao constitutiva incremental da Secdo 2 o modulo elastico
avaliado na idade corrente; como {Ac,} =0 para n > 1, nenhuma outra deformacio eldstica é
acumulada pelo envelhecimento de F, somente a parcela instantdnea que permanece fixa em 1/E(z),
precisamente como exige a definigao J(t,z) = 1/E(z) + D(t, 2).

6.4 Verificacao complementar: carregamento em rampa

Um segundo teste, util porque exercita as parcelas q, e {wim}, consiste em aplicar Ao, como rampa de

taxa constante ao longo do primeiro passo [t,,?;]|, mantendo a tensdo constante depois. A solugdo exata,
sob a mesma hipotese de amplitude constante no passo, é:

N
c7(t) = Aoy Y D, 1—& (1—e*At1/%>e*<t*t1)/ﬂ L t>t.
i=1 1

Em ¢ ={; a exponencial vale 1 e a expressao reduz-se a ¢, Aoy, coincidindo com o primeiro incremento
fornecido pelo algoritmo. Para t = t, a diferenca € (ty) — £ (¢1) vale:

N N
Z T —At /7 —At, /7 Z — AL, /T
AO—I Di71A_t1<1_e Atl/z) <1—€ AtQ/’) — <1_€ At2/1>{wi72},
=1

1=1

com {w;, 5} dado pela recorréncia da Se¢ao 5.3.1, e novamente, a coincidéncia é exata. Para At; — 0 a
rampa converge para um simples degrau e ¢, — 0, recuperando o caso da Secao 6.1. Os dois modos de
introduzir a mesma carga mecanica — degrau {Ao,} (termo em ADn,o) ou rampa no primeiro passo (
Ao, via ¢ e {w; ,}) — sdo, portanto, consistentes entre si. Isso em nada restringe histérias em que a
n )
temperatura varie (inclusive em rampa) concomitante ao ensaio ou a aplicacdo da carga: a temperatura
entra pelo tempo reduzido £ e pela parcela e’ independentemente de como se represente o salto ou a
rampa de tensao.

7. Formulacdo para elementos finitos

No inicio do passo n conhecem-se:
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+ a histéria de tensoes até ¢, , (em particular {Ac, _,} e, se houver, {Ac,});

e ag variaveis auxiliares {wln} atualizadas pela recorréncia (ou, de modo equivalente, atualizadas apds
o passo n — 1);

* o escalar ¢ , funcdo apenas de At, e dos D;, T;.

Desconhecem-se {Ac,, } e o incremento total de deformagao. A decomposicao:
[Ac} = {n } +q, M{Ad,)

permite tratar {nn} como uma deformacado de fluéncia ja determinada pelo histérico — no mesmo
sentido dos termos hereditarios da formulagdo de Zocher et al. — e incorporar qn[\/] ao operador
constitutivo incremental do passo. O equilibrio viscoelastico com envelhecimento reduz-se, a cada passo,
a um problema eldstico linear (ou eldstico com deformagdes impostas), resolvido pelo método dos
elementos finitos.

Nao é necessario derivar de modo diferente o elemento isoparamétrico: a montagem de K e o equilibrio
nodal sdo os da teoria da elasticidade linear. A incrementalizacao altera apenas o operador constitutivo
do passo e o vetor de deformacoes impostas.

Partindo da equacdo constitutiva da Secdo 2 e da decomposicio {Aef'} ={n }+q [V[{Ao,}, o
incremento de tensdo no passo n escreve-se, em forma de Voigt:

{A0,} = [C,] ({Aslt} — {Acth} — {Aeii} — {n } ),
em que o operador tangente do passo,

— ETL
1+ ann

)= (FM+q, V)" v

absorve a parcela ¢ [V] da fluéncia (com E, = FE(t,) na escala coerente de unidades de g ). As parcelas
{nn}, térmica e autdgena entram como deformacoes impostas conhecidas no inicio do passo e geram o

. .  th s
vetor de forcas nodais equivalentes FZ’t . O equilibrio no passo reduz-se a
_ Xt ,th
Kn Uy = Ffz + FZ ’

com K, montado a partir de [C,]. Obtido {Ac, }, atualizam-se as variaveis {w; , 1} (Secdo 5.3.1) e
avanga-se ao passo seguinte.

7.1 Comparacao com Zocher et al. (1997)
A comparacao com Zocher, Groves e Allen (1997) destaca trés pontos:
1. Funcédo constitutiva de partida. Aqueles autores partem dos mddulos de relaxagao (série de Dirichlet—

Prony sobre a relaxagdo); neste trabalho, parte-se da func¢ao de fluéncia D(t,z), que é a grandeza
diretamente ligada ao ensaio de fluéncia do concreto.

2. Envelhecimento. Na formulagdo de Zocher et al., o envelhecimento do concreto jovem nao é o objeto

da representacao. Ja nesta, a dependéncia de D, em relacao a idade de carregamento z (ou §) é
mantida em todo o histérico.

3. Mesma, estratégia numérica. Em ambos os casos, a hipdtese de taxa constante e a solugao analitica da
integral da série exponencial dentro do passo permitem fechar as integrais e obter a recorréncia,
eliminando o armazenamento completo da historia.

Para o concreto massa sujeito a histérico de temperatura, a via da funcao de fluéncia com
envelhecimento obtida por meio de ensaio é um requisito necessario: os ensaios e os modelos de ajuste
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(cadeia de Kelvin com envelhecimento) fornecem J(t,z) ou D(&,€); a deducio acima converte essa
informagdo em um algoritmo incremental necessario ao calculo das tensoes. Em sintese, compartilha-se
com Zocher et al. a estratégia (problema eldstico por passo, meméria em varidveis auxiliares), com a
diferenca de que [C,] e {n } nascem da funcdo de fluéncia com envelhecimento, e ndo de uma série de

Dirichlet—Prony sobre a relaxacao.

Convém registrar o alcance dessa mesma estrutura algébrica. Souza e Allen (2010) mostraram que a
equacao constitutiva incremental viscoeldstica homogeneizada de um meio heterogéneo conserva a forma
da equacao local — operador tangente do passo mais um vetor de tensao dependente da histéria —, com
a diferenca de que ambos passam a depender do dano acumulado na escala inferior. Ou seja, o par [C,,],
{nn} nao é particularidade da fluéncia com envelhecimento: é a forma que a viscoelasticidade linear
assume quando incrementalizada, e sobrevive a homogeneizagdo e a evolu¢do de microfissuras (Souza,
2009; Souza e Allen, 2011).

7.2 Observacoes de implementacao

1. Tempo reduzido. Na presenca de temperatura varidavel, os tempos de retardo 7; e os intervalos At
devem ser interpretados no tempo reduzido £, ou os coeficientes devem ser reavaliados com o shift
factor ap. A estrutura algébrica da dedugao permanece inalterada.

2. Avaliacdo de D;

in- A tomada no ponto médio do intervalo é a regra do ponto médio, cuja
convergéncia global é de segunda ordem em At — o erro cai por um fator préoximo de quatro a cada
refinamento pela metade, para historias de tensdo suaves. Ainda assim, passos pequenos Ssao
necessarios nas primeiras idades, quando D;(z) varia rapidamente e o préprio At é da ordem da
escala de variagdo. O termo do degrau inicial, por ndo passar por essa quadratura, é exato (Segao
6.3).

3. Inicializacio e degrau inicial. Em n =1, {w; ;} = 0. Se nao houver salto {Acy} em tj, o termo
correspondente em {nn} anula-se. O degrau, quando existir, é contabilizado exclusivamente por

AD, e nunca pela recorréncia.
b

4. Ordem de atualizagdo. Em cada passo, calcula-se g e {n } com {w; ,} vindo do passo anterior,
resolve-se o equilibrio obtendo {Ac,, } e s6 entao se atualiza {w; , 1}

5. Estabilidade numérica. Para At, < 7., as expressoes 1 — e 20/7 ¢ 1 — (7. /At, ) (1 — e /7)) sofrem
perda de precisdao por cancelamento em aritmética de ponto flutuante; convém calcular e* — 1 por
rotina estavel para essa diferenca — a rotina expml, por exemplo — ou pela expansao em série do
argumento pequeno.

6. Acoplamento térmico. A deformacao térmica € = aA#1 (isotrépica) entra na equacdo constitutiva
incremental da Secdo 2; a fluéncia atua sobre a historia de tensoes gerada pelas restrigbes a essa
deformacao (e as demais parcelas).

7. Indice de fissuracdo. Uma vez obtida a histéria de tensbes principais, compara-se a tensdo principal
maior com a evolucdo da resisténcia a tragdo (fungdo da maturidade). A relagdo com o critério
classico da capacidade de deformacao é discutida na Secdo 9. Trata-se de verificagdo, e nao de
modelo de fissuracdo: representar a passagem de microfissuras a macrofissura em meio viscoeldstico
exige tratamento em duas escalas com acoplamento nos dois sentidos (Souza e Allen, 2011), fora do
escopo desta Parte 1.

8. Validacdo analitico-numérica

A validagao analitico-numérica a partir da formulacdo apresentada é exposta em dois niveis: (i) uma
versao particularizada sem envelhecimento, no mesmo sentido dos exemplos de Zocher et al. (1997); (ii)
estado plano (de tensoes ou de deformacoes, conforme o caso) com envelhecimento, acrescido de
carregamento ciclico e formulacdo no dominio da frequéncia, com aplicagdo resultante no dominio do
tempo. A laje livre sob hidratagdo (campo térmico ndo separavel) é apresentada na Segao 8.3.5; a laje
fixa com historico continuo — caso tipico de concreto massa e muitas vezes o mais critico — e a
comparagado com os critérios de verificacdo sdo tratadas na Secao 9.2. A validagdo numérico-
experimental serd realizada posteriormente, em trabalho a parte deste, com a campanha de
monitoramento e modelagem do Vertedouro Extravasor de Troncos (VET) da UHE Santo Antonio.

Para as verificagées com envelhecimento adota-se a forma funcional da cadeia de Kelvin

13



N

DEE) = YD) 1=,
i=1
com amplitudes dependentes da idade de carregamento,
M; /
Dil€) =a+ 3 by e/,

j=1

em que a; é a parcela constante e os pares (b; 2 € j)
1-ésima unidade — uma, duas ou mais, conforme o ajuste exija.

definem as M, exponenciais de envelhecimento da

Para o concreto da UHE Itumbiara (Andrade et al., 1997), usado aqui como exemplo de ajuste, adota-se
o modelo D, + D; + ntcleo: duas parcelas de envelhecimento D,(z) e D;(z), cada uma com duas
exponenciais em z, e um espectro comum (Tj, goj) de M = 11 unidades Kelvin que reproduz o nticleo

logaritmico de fluéncia na forma adotada naquele trabalho (base In):

M
J(t,2) = Dy(z) + Dy (2) Z ®; [1 - 6(”)/7"} Bl = Dy(2)’

j=1

com
D,(z) = a, +0b, e % 4 d, e, p=0,1.

Tabela 1 — Modelo de fluéncia da UHE Itumbiara (Andrade et al., 1997). Pardmetros em MPa; tempo em dias.

Grandeza Equacao Pardmetro 1 Parametro 2 R
Médulo Bz) = ——— ap=3,619x 10| by =7,750 x 10" | 0,993
apz + bE
Coeficiente de fluéncia | () = exp (A + B/z) A= —-12,420 B =1,556 0,945
Fluéncia 1 — — —
J(t,z) = 56 +o(z)In(t —z+1)

Tabela 2 — Constantes adotadas nas verifica¢des da Secao 8.

Grandeza Valor
v 0,20
a 10 x 107%™t

Tabela 3 — Parcelas de envelhecimento Dy (z) e D, (2) do ajuste D, + D, - nicleo.

Parcela a, (MPa™") b, MPa™") d, (MPa™") ¢, (d) ¢y (d)
Dy 3,700 x 1077 5,479 x 1077 1,110x107° 2,416 16,063
Dy 2,838 x 107° 4,624 x 107° 6,117 x 10°° 2,416 16,063
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z(d) Dy(z) (MPa™') D,(z) (MPa™!) E(z) = 1/D, (MPa)
1 8,365 x 107 6,470 x 107° 11955
3 6,203 x 10~ 4,682x 107" 16120
7 4,720 x 10°° 3,489 x 107° 21187
28 3,894 x 107° 2,945 x 107° 25 681
a 3,703 x10°° 2,840 x 10" 27002

As amplitudes das unidades sao D,(z) = ?; D,(z), com tempos de retardo 7; em dias. O nucleo foi

discretizado com L;, = 3,000 décadas em 7 (1, /7, ~ 2,0 X 107%).

Tabela 4 — Espectro do niucleo logaritmico: M = 11 unidades de Kelvin.

J 7; (d) ¢
1 0,3099 5,299 x 1073
2 0,7619 3,488 x 102
1,8729 7,646 x 102
4 4,6040 1,047 x 107¢
5 11,318 1,193 x 10"
6 27,821 1,255 x 10"
7 68,390 1,286 x 107
8 168,12 1,280 x 10"
9 413,27 1,401 x 10
10 1015,9 6,710 x 1072
11 24973 3,274 % 10"

O ajuste da cadeia as curvas de J(t, z) do modelo previsor reproduz o nticleo com erro relativo mediano

de 9,7 x 10°% e R = 0,999995. Nesta se¢ao interessa a forma das equacgOes e a verificacdo de que o
algoritmo com base em {nn}, q, reproduz solucgoes de referéncia com esse modelo. O moédulo de
relaxacdo R, quando necessério, foi obtido de J pela recorréncia de Bazant (1972) na forma de Sassone e
Chiorino (2005) ou pelo proéprio algoritmo {nn}, q,-

8.1 Caso particular sem envelhecimento (tipo Zocher et al., 1997)

Quando D; e E sao independentes da idade de carregamento, a formulagao deste artigo reduz-se a uma
viscoelasticidade linear classica, partindo da fluéncia em vez da relaxagdo. Adota-se o sélido linear
padrao — standard linear solid (SLS), material A — de Zocher, Groves e Allen (1997),

S O S T W,
J(t)—EO+<E EO>(1 et/ ),

o0

R(t) = Ex + (By — E) e7!/™,

com 7, =1,E)/Ey, Ey=0,5MPa, E, =0,1MPa, 7, =1 ut. e v=0,3. Em todos os casos abaixo
comparam-se a solugao analitica (principio de correspondéncia, com 1/E — J(t)) e a resposta numérica
em que J(t) é obtida pelo algoritmo {nn}, q, sob tensdo unitaria. O Exemplo 3 de Zocher et al. (cilindro

ortotrépico) nao é reproduzido.

Viga engastada com carga na ponta (Zocher, Ex. 1). Com P(t) = B, [H(t) — H(t— tl)] ,
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P.L}
wy(t) = ?%I

J(#) —J(t—tl)H(t—tl)].

Cilindro espesso engastado em casca rigida (Zocher, Ex. 2). Pressao interna p H(t), u,(b) = 0:

a’b(1+v)(1 —2v) <b r) )

t) =
U/r(ra ) po a2 + (1 — 2V)b2 r b

Anel fino cléssico. Raio médio a, espessura h < a, pressao interna pOH (t), estado plano de tensdes (
oy = pya/h, o, = 0):

2
_ Py@

— J).

,(t)

Placa infinita com furo circular (Kirsch). Tracdo remota o, H(t) em estado plano de tensoes; com v
constante as tensoes coincidem com as elasticas e, no bordo do furo,

u,(a,t) = 3aoc, J(t).

Os esquemas dos quatro casos estao na Figura 2; os parametros geométricos e de carregamento, na
Tabela 5; as respostas, na Figura 3. Em complemento, com a mesma familia SLS em escala de concreto
(B, =25GPa, E = 5GPa), a Figura 1 apresenta duas comparacoes: (i) R analitico com R obtido via
J (recorréncia de Bazant), com sobreposi¢io das curvas em funcdo de t—z — auséncia de
envelhecimento; (ii) no estado plano com AT, a tensdo via R com a formulacdo incremental n. 4,

Tabela 5 — Parametros dos benchmarks isotrépicos sem envelhecimento. Unidades de comprimento em
metros; tempo na unidade dos exemplos de Zocher et al. (1997).

Viga (Ex. 1) Cilindro engastado Anel fino Placa com furo
(Ex. 2)
Material A (SLS) A (SLS) A (SLS) A (SLS)
E, (MPa) 0,5 0,5 0,5 0,5
E.. (MPa) 0,1 0,1 0,1 0,1
7, (u.t.) 1 1 1 1
v 0,3 0,3 0,3 0,3
Geometria L=20,1=1/12 a=2,b=4, a=1,h=0,05 a=1
r=(a+0b)/2
Carregamento Py=1,t, =10 Py = 100 Pa Py = 0,01 MPa 0., = 0,01 MPa
Resposta wy (t) u,.(r,t) u,. () u,(a,t)
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Relaxacdo — SLS sem envelhecimento

25000 1 = 7 =0.5 (analitico)
| = 7 =2 (analitico)
l Z =5 (analitico)
20000 _‘| — — Rvia/ (Bazant)
< \
Z i
— 1500071}
N 1]
. \
- ]
< i
100001
\
A
AN
N
5000 - ————————— —
0 5 10 15

duragao t—z

Estado plano — AT=10°C (colapso em t— z)

104 /
N I
|
]
_ -159 |
5
I
E —2.0101
I
) 1
1
”>< —-2.5 1 I
e} 1
j: = 7 =0.5 (via R analitico)
-3.0 —;'f = 7 =72 (via R analitico)
J z=>5 (via R analitico)
-3.5 4 -- incremental (s, gn)
T T T
0 5 10 15

duragao t—z

20

Figura 1 — Sem envelhecimento (SLS, razoes Zocher, escala concreto): R(t — z) e estado plano com
AT = 10°C — sobreposicao das curvas em t — z; tracejado: incremental.

(a) Viga engastada com carga na extremidade
Benchmark sem envelhecimento — Zocher, Groves e Allen (1997), Ex. 1

A
Po
0 t(ut)
P(),P,=1

a secdo: [ = 1/12 m4 |
R
v el wiL(©)

— L=20m

(c) Anel fino sob pressdo interna

extremidade livre

Benchmark sem envelhecimento — solugdo cldssica (estado plano de tensées)

(b) Cilindro espesso em casca rigida

Benchmark sem envelhecimento — Zocher, Groves e Allen (1997), Ex. 2

secdo transversal (cilindro longo)

(d) Placa infinita com furo circular (Kirsch)

Benchmark sem envelhecimento — tragdo remota, estado plano de tensées

I
|
I
: |
| I
I
I
I
i ur(at) '
Ooo+—1 \
I
: |
— i
I
: |
— i
I
| I
tado plano de tensd )
(h/a = 0,05; espessura exagerada) : ______ ¢ f E _O_D_a?g _e_ Sn_s(ie_s —
Figura 2 — Esquemas dos benchmarks isotrépicos sem envelhecimento (material A):

cilindro engastado; (c) anel fino; (d) placa com furo.

1

7

_casca rigida: ur(b) =0

r=(a+b)/2; ur(r,t)

(a) viga;

(b)



(a) Viga. Geometria: L =20m; [=1/12m* (secio unitéria). Contorno: engaste em x =0 (
w=w =0); extremidade x =L livre. Carregamento: P(t) = P, [H(t) — H(t— tl)} 5 Jen— 1k
t; =10. Material: A (SLS): E,=0,5MPa, E_=0,1MPa, 7, =1ut., v=0,3. Resposta:
wy(t) = (RyL/31) [ J(t) — J(t — t,) H(t —1,)].

(b) Cilindro engastado. Geometria: raio interno a = 2m; raio externo b =4m; r = (a +b)/2 =3m
(ponto de leitura). Contorno: o,(a) = —p,H(t); u,(b) =0 (casca rigida). Carregamento: pressdo
interna p, = 100 Pa, aplicada em degrau em ¢=0 e mantida. Material: A (SLS), mesmos

2
Oa b2(1 +v)(1— 221/) ( b r ) J(t).
a2+ (1—=2v)p° "r b

(c) Anel fino. Geometria: raio médio a = 1m; espessura h =0,05m (h/a =0,05). Contorno:
pressao interna pOH (t) na face interna; face externa livre; estado plano de tensdes. Carregamento:
p, = 0,01 MPa, em degrau em ¢ =0 e mantida. Material: A (SLS), mesmos parametros de (a).
Resposta: 0y = p,a/h (constante); u,(t) = (p,a®/h) J(t).

parametros de (a). Resposta: u,(r,t) = p,

(d) Placa com furo. Geometria: placa infinita no plano, furo circular de raio @ = 1m. Contorno:
bordo do furo livre (o, = 7,y = 0 em r = a); tragdo uniforme o, no infinito. Carregamento: o H(t)
, 0o, = 0,01 MPa, em degrau em t = 0 e mantida. Material: A (SLS), mesmos parametros de (a).
Resposta: tensoes iguais as eldsticas (v constante); u,.(a,t) = 3ac, J(t).

Viga — carga na ponta Cilindro engastado (Zocher Ex. 2)
=== analitico
250 — — numeérico (N, gn) 400 4
2001 g
g = J
& 1501 g 300
s =
100 A = 200 1
=]
50 1 = analitico
01 T T T T T T T 100 1 T T T T _ ?umériclo (nm qnl)
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tempo t (u.t.) tempo t (u.t.)
Anel fino classico Placa com furo (Kirsch)
2000 300 A
250
1500 A E
g g 200 +
E =
3 1000 2 1501
== analitico 100 1 == analitico
500 ~ — — numérico (N, gn) — — numérico (N, Gn)
T T T T T T T 50 T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
tempo t (u.t.) tempo t (u.t.)

Figura 3 — Benchmarks isotrépicos sem envelhecimento (material A): viga; cilindro engastado; anel
fino; placa com furo. Continuo: correspondéncia analitica; tracejado: J vian , g .
n
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8.2 Estado plano de deformacdes com A7 uniforme (com envelhecimento)

Nesse problema cldssico, o elemento sofre variacdo uniforme de temperatura AT no tempo, com
deslocamentos impedidos em x e 2 e livre em y. A solugdo viscoelastica correspondente a solugdo eldstica
com o médulo de elasticidade substituido pelo médulo de relaxacao (Zhu, 2014) é:

aAT’ , = (14 1) aAT

=o0,=—R(t,2)

1—v

1—v
em que z é a idade de aplicagdao do salto térmico e R(t,z) ¢ o médulo de relaxagao uniaxial. A expressao
acima ¢é a resposta analitica do problema, a partir do principio da correspondéncia eldstica-viscoeldstica,
uma vez conhecido R; requer o cdlculo numérico de R a partir da fluéncia.

8.2.1 Relaxacao a partir da fluéncia (Bazant; Sassone e Chiorino)

O médulo de relaxagao R(t,z) e a fungao de fluéncia J(t,z) ndo sdo cada um o inverso algébrico do
outro. Do mesmo modo quando ndo hé envelhecimento, obtém-se R por integracio numérica da
identidade integral que liga as duas funges, na forma da recorréncia de Bazant (1972), tal como
revisitada e apresentada por Sassone e Chiorino (2005). Em esséncia, impde-se um degrau unitario de
deformagdo na idade z e resolve-se, passo a passo, a histéria de tensdo o(t) = R(t, z) compativel com:

n

e(t,) = > Jt,t) Ao, =1 (t,>2),

J=0

de onde se isola Ao, em cada instante da malha. As Figuras 4 e 5 resultam dessa recorréncia, aplicada
sobre a mesma J = 1/E+ D da cadeia de Kelvin com envelhecimento. Como, com envelhecimento, nao
hé interconversao analitica entre J e R, as restrigbes termodindmicas admissiveis ao material sé podem
ser impostas pela escolha da familia de J; o médulo de relaxacdo resultante é consequéncia numérica
dessa escolha, e ndao objeto de um segundo ajuste independente.

8.2.2 Comparacao com o algoritmo incremental

Com R(t, z) disponivel, a tensdo restringida o, = o, segue da expressdo analitica acima. Em paralelo,
integra-se a mesma histéria pelo algoritmo {Ael"} ={n } +¢q [V[{Ao,} das Secbes 4-5, impondo
deformagdo mecanica constante apds o salto térmico (relaxacdo sob restricio). A comparacio é feita
para AT = 10°C aplicado nas idades z =1, 3, 7, 28 e 91 dias, com a escala de idade desde ¢t = 0. Em
todos os casos, a curva analitica (via R) e a incremental (7 , ¢, ) coincidem no limite da discretizagao,

evidéncia da correta implementacao também com envelhecimento.
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Fluéncia com envelhecimento

Relaxacgéo a partir de J (Bazant / Sassone-Chiorino)

—_—r=1d —_—z=1d
—_ z=3d 25 —_ z=3d
01— 2274 — z=74d
— z=28d — z=28d
E 40 - z=31d 20 - z=91d
<
z g
301 Q
o —~ 15 1
:« N
= &
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Figura 4 — Fluéncia com envelhecimento D(t, z) e médulo de relaxagao R(t, z) para idades de

duragao do carregamento t — z (dias)

carregamento z = 1, 3, 7, 28 e 91 dias.

Estado plano de deformagées — AT =10° C em varias idades

duracao t — z (dias)
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Figura 5 — Estado plano de deformacoes com AT = 10°C em vérias idades z: cdlculo via R e

T T T T
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tensdao da deformagao inicial —E(t) «AT/(1 — v) (pontilhado).

8.3 Campos com solucdo termoelastica conhecida

Os casos das Secgoes 8.1 e 8.2 sdo problemas unidimensionais variando no tempo. Interessa também
verificar o procedimento sobre campos 2D e 3D, isto é, sobre problemas em que a tensao varia de ponto
a ponto. H4 uma familia de problemas termoelasticos em que isso se faz sem integrar a estrutura inteira,
e convém delimita-la antes de apresentar os casos.

Condigéo

de separabilidade. Considere-se o corpo homogéneo,

T

com vV elastico constante,

temperatura, medida a partir do estado sem tensao no instante ¢, se escreva na forma

T(z,t) = 0(t) h(z),

com h fixo no espacgo. A tensado termoeldstica correspondente é
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°E 4ty (),

@ t) = 1—v ij

em que g, depende apenas da geometria, de h e de v, e nao do mdédulo de elasticidade. Nessa condicao,

a histéria de tensdes em cada ponto é proporcional & mesma funcdo do tempo, e o problema
viscoeldstico com envelhecimento reduz-se a um tinico problema hereditario escalar:

(. t) = g,,(2) S(),

com S obtido da deformacio impedida € (t) = af(t)/(1 —v). E a mesma aplicacio das estruturas de
deformacao proporcional de Zhu (Secao 9.3): fixada a forma espacial, a resposta viscoeldstica é obtida a
partir da resposta eldstica sem integragdo ponto a ponto.

Duas observacoes delimitam o alcance da solugdo. A primeira é que a condicao recai sobre a forma de T,
e nao sobre sua amplitude: se se considera o campo de hidrata¢ao varidvel com o ponto (com o histérico
T(t) de cada ponto), ndo pertencem a esta familia e sdo tratados na Sec¢ao 8.3.5. A segunda é que a
independéncia de g,; em relacdo a F exige material homogéneo; dois concretos de rigidezes distintas, ou

fundacao mais concreto em conjunto também nao pertencem a esta familia.
8.3.1 Verificacao com avaliacao de 9y

Quatro campos foram adotados, todos com solucdo termoeldstica fechada, em que nos dois primeiros, A
é o modo fundamental da equagdo do calor (forma espacial que decai sem se alterar, com \ fixado pela
prépria geometria). A solu¢do térmica corresponde a hipétese de ‘forma fixa’. Para o cilindro macigo
longo de raio b, com h(r) = J,(p 1T/ b) e | & primeira raiz de J,, valem as expressoes de Timoshenko e

Goodier (1970, §151):

1t 1 [ 10 1 /7 2 [P
g :—2/ hrdr——Q/ hrdr, 992—2/ hrdr+—2/ hrdr—h, g :—2/ hrdr— h.
bk ) 0™ Jy ™ Tobk

Para a esfera maciga, com h(r) = sinc(mr/b), as expressoes correspondentes sao as de Timoshenko e
Goodier (1970, §152). O terceiro campo ¢é o cilindro oco em regime permanente, h(r) = In(b/r)/In(b/a),
que € o caso do tubo de refrigeracio e do revestimento de tunel; tem forma fechada,

1 b a? b’\ . b
= |1-m2-—2 (1+Z)m2
o 2In(b/a) o 62—a2< +r2)na’

com g obtido pela troca do termo 1 por zero e de (1 + b?/r?) por (1 —b*/r?). O quarto é a inclusdo
esférica de raio a com AT uniforme em meio infinito do mesmo material, que representa o bloco lancado

contra concreto antigo: dentro, o estado ¢ hidrostdtico com g, =g, =g = —2/3; fora, g = —2(a/r)’ e
— _1 3

9 =9, =35(a/r)".

Os mapas foram verificados antes de serem usados, cada um pelo recurso que o proprio caso oferece.

Para o cilindro e a esfera confirmaram-se as condi¢des de contorno e de equilibrio, o,(b) = 0 e resultante

nula de o, na secdo. Para o cilindro oco, a integracdo numérica das expressoes gerais foi comparada a

. . . —8 . ~
forma fechada acima, com desvio relativo de 5 x 10 °. Para a inclusdo, os valores dentro e fora

coincidem com a solugao classica. Os esquemas dos quatro casos estdo na Figura 6; a Figura 7 retine os
quatro nucleos espaciais 95 a validagao viscoelastica com mapas de contorno esta na Figura 8.
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(a) Cilindro macico longo — no modo fundamental (b) Esfera macica — resfriamento no modo fundamental

Campo separavel T(x,t) = 6(t) h(x), com envelhecimento (Se¢do 8.3) Campo separdvel T(x,t) = 6(t) h(x), com envelhecimento (Se¢do 8.3)
or(b) = 0; T = 0 na superficie ) h(r) =Jo(u1r/b) h(r) = sinc(nr/b)
or(b) = 0; T = 0 na superficie 1

h(r)
h(r)

6 < 0: nucleo resfria /b

05

r/b
0 0,5

6(0) =Tolexp(-A(t—to))
0

=]

1]

0(t) = To[exp(—A(t—t0))
0

1]

6(0) (°C)

6() (°C)

|
]
=3

20

©0=3 8 13
idade t (dias) =3 8 13
. . B idade t (dias)
extremidades livres: fozdA =0 A= amu?/b? simetria esférica: 0g = o A = aTn¥/b?
corte: /b = 0,35 T0 = 20 °C; aT = 0,10 m*/dia ' ¢
5 s corte: r/b = 0,40 To =20 °C; aT = 0,10 m%/dia
(c) Cilindro oco — gradiente permanente logaritmico (d) Inclusao esférica — tensao elastica mantida (¢J)
Campo separdvel T(x,t) = 0(t) h(x), com envelhecimento (Seg¢do 8.3) Campo separdvel, com envelhecimento (Seg¢do 8.3) — bloco langado contra concreto antig:

_.--—~~=--__ fora: AT= 0 (s6 na definigdo de ap)
h(r) = In(b/r)/In(b/a) e Se

- N

ar(a) =or(b) =0

/" (congelada em z= 3 dias) "\, gr= ~%(a/r)3,go= Y(a/r)?
/g elastica de AT = 10 °C — mantida

h(r)

/

/
0 'a=0,40m
0,5 H y
rib

0(0) =Tolexp(-A(t—tg)) - 1
0

6(1) (°C)

|
]
=]

. - =3 8 13 corte: r/a = 0,50 ~~_ e
extremidades livres idadet(dias) S

= = = = A =aty2/b? 6 dojcilind o ) .
Qomi i%f 0 ;éh Oemr=b o230 ocfgfsgﬁo doyellindro) meio infinito, mesmo material (bordas tracejadas)
. - il

Figura 6 — Esquemas dos quatro campos separéveis: (a) cilindro macico; (b) esfera macica; (c) cilindro
oco; (d) inclusdo esférica.

(a) Cilindro macigo. Geometria: cilindro macico longo de raio b = 1m (segdo transversal); corte de
leitura em r/b = 0,35. Contorno: superficie livre, o,(b) = 0; resultante axial nula, f o,dA = 0;
T=0 na superficie (referéncia ?;). Cond. inicial: estado sem tensdo em t,=3 dias;
T(r,t) = 6(t) h(r), 0(t) = Tolexp(—=A(t — ty)) — 1], Ty =20°C. Material: v =0, 20;
a=10x10"°C""; E(2) e D(t,z) da cadeia de Kelvin com envelhecimento (UHE Ttumbiara).
Resposta: ay(r,t) = g,(r) S(t), com S obtido de £'(t) = ab(t)/(1 — v) pelo algoritmo incremental.

(b) Esfera macica. Geometria: esfera maciga de raio b= 1m; corte de leitura em r/b=0,40.
Contorno: superficie livre, 0,(b) = 0; T'= 0 na superficie (referéncia ¢;). Cond. inicial: estado sem
tensdao em t, =3 dias; T(r,t) = 0(t) h(r), 6(t) = Tjlexp(—A(t —¢t,)) — 1], T, = 20°C. Material:
v=0,20; a=10x10"°°C™"; E(2) ¢ D(t,z) da cadeia de Kelvin com envelhecimento (UHE
Itumbiara). Resposta: oy(r,t) = g,(r) S(t) (Timoshenko e Goodier, §152), S pelo algoritmo
incremental.

(c) Cilindro oco. Geometria: cilindro oco longo, a = 0,15m, b =1m (tubo de refrigeragdo, ttnel);
corte em r/b=0,23. Contorno: faces interna e externa livres, o,.(a) = 0,.(b) = 0; extremidades
livres. Cond. inicial: sem tensdo em ¢, = 3 dias; h(r) = In(b/r)/In(b/a) permanente, com o mesmo
(t) do cilindro macigo. Material: v = 0,20; o = 10 x 10°°°C; E(z) e D(t, z) da cadeia de Kelvin
com envelhecimento (UHE Itumbiara). Resposta: o,(r,t) = g,(r) S(t), g, em forma fechada (Segdo
8.3.2); tracdo maxima na parede interna.

(d) Inclusdo esférica. Geometria: inclusdo esférica de raio a = 0,40 m em meio infinito do mesmo
material; corte em 7/a = 0,50. Contorno: continuidade de u, e o, na interface r = a; tensdes nulas
no infinito. Carregamento: em 2, = 3 dias congela-se o elastica de AT = 10°C na esfera (AT =0
fora) e mantém-se o. Material: v = 0,20; = 10x 107°°C™"; E(2) e D(t,2) da cadeia de Kelvin
com envelhecimento (UHE Itumbiara). Resposta: o constante; ey(r,t) = o,(r) J(t, z,).
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Cilindro macigo — modo Jo(p17/b) Cilindro oco — gradiente In(b/r)
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Figura 7 — Mapas 9y dos quatro campos separaveis: cilindro macigo e esfera maci¢a no modo

fundamental, cilindro oco em regime permanente e inclusao esférica em meio infinito. No cilindro oco, os
marcadores sdo a integracdo numérica das expressoes gerais sobre a forma fechada.

8.3.2 Validacao com mapas de contorno

A Figura 8 responde a uma pergunta distinta da Figura 7. Os mapas 9;; confirmam a geometria elastica;
aqui verifica-se se o algoritmo incremental (nn, qn) reproduz, em cada ponto e instante, a resposta
viscoelastica com envelhecimento quando o campo térmico é separavel. Em termos da Secao 8.3.1,
impde-se a deformacdo mecanica € (t) = af(t)/(1 —v) — contrapartida de substituir £ por R no
problema restrito — e compara-se S(t) obtido pela integral hereditdria com o mesmo fator calculado
incrementalmente; o campo completo é o,; = 9y S(t). No quarto painel a pergunta é outra: congela-se a

tensdo eldstica de z, (controle de tensdo) e deixa-se a deformacdo crescer com J(t,z,) — ensaio que
recupera J em estado triaxial, distinto da relaxacao que seguiria se se mantivesse o degrau térmico.

As quatro geometrias sao as da Secao 8.3.2, com escala b =1m. O cilindro macigo longo e a esfera
macica tém superficie externa livre de tensao, 0,.(b) = 0, e resultante nula de o, na segdo; o perfil radial
h(r) é o modo fundamental da equacdo do calor, com T'= 0 na superficie em relagdo ao instante de
referéncia. O cilindro oco tem raio interno a = 0,15m, extremidades livres e perfil permanente
h(r) =1In(b/r)/In(b/a). A inclusdo esférica tem raio a = 0,40 m em meio infinito do mesmo material.

Nos trés primeiros casos, adota-se estado inicial sem tensao em t¢; =3 dias e resfriamento
0(t) = Tylexp(—A(t —t,)) — 1], com T, =20°C e X fixado pela difusividade a, = 0,10m?/dia e pelo
modo térmico de cada corpo (A = aT,uf /b* no cilindro, A = arm?/ b? na esfera; no oco, usa-se 0 mesmo

6(t) com h(r) permanente). Na inclusio, na idade z; =3 dias, congela-se a tensdo eldstica
correspondente a AT = 10°C na esfera e mantém-se essa tensdo (controle de tensdo, ndo o degrau
térmico). O material é a cadeia de Kelvin com envelhecimento da Secdo 8.2 (v =0,20,

a=10x10"°°C"', E(2) e D(t,z) da UHE Itumbiara).
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Em cada painel, o mapa colorido traz o,(r,t) calculado pelo algoritmo incremental (MPa) nos trés casos
térmicos, ou €y(r,t) (109 na inclusdo; o eixo vertical é a coordenada radial normalizada (r/b ou r/a),
o horizontal é a idade t em escala logaritmica. A linha tracejada branca indica o raio do corte; abaixo, o
perfil compara referéncia hereditdria (continua) e incremental (tracejada). O desvio relativo maximo fica

-3 R ~ —15 ~ . ~
em 10~ nos trés campos de tensao e em 10 ° na deformagao da inclusao.
No cilindro macigo, o nucleo resfria e vai & tragdo; a curva g, = 0 permanece fixa em 7/b =~ 0,55 —
assinatura da separabilidade. Na esfera, o padrao radial é distinto, mas a mesma légica se aplica. No

cilindro oco, a tragdo concentra-se na parede interna. Na inclusao, a linha pontilhada marca a interface
T = a; no corte r/a = 0,50, €, cresce com J(t, z,) sob tensao mantida.
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(a) Cilindro macigo: gg(r, t) (b) Esfera macica: og(r, t)
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Figura 8 — Validagao viscoeldstica dos quatro campos separaveis (b = 1 m, material da Secao 8.2).
Mapas: 0y(r,t) incremental nos trés casos com resfriamento a partir de ¢, = 3 dias; ,4(r, ) na incluséo
sob tensao elastica de z, = 3 dias mantida (0.J). Perfis no corte tracejado: referéncia hereditaria ou oJ

x algoritmo (1) , q, ).
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8.3.3 Torcéao de cilindro — carregamento mecéanico
Fora da familia separavel 9y S(t), o primeiro teste complementar é puramente mecanico, sem variagao

de temperatura (AT = 0). Adota-se cilindro de raio externo R = 0,5 m e material da Se¢ao 8.2. O teste
percorre a diagonal de cisalhamento de [V], ausente nos quatro benchmarks térmicos, e resguarda a
montagem da roseta da Parte II.

Caso 1 — giro mantido. Impoe-se ¢/L constante a partir de z; =3 dias. A referéncia &
T(r,t) =r(¢/L)R(t, z,)/[2(1 + v)]. A Figura 9 traz os cortes em 7 = R e r =0,25m e o mapa 7(r,1).

O algoritmo reproduz a referéncia com diferenga de 8,6 x 10~* em ambos os cortes.

(a) Cortesemr=Rer=0,25m—AT=0,zp=3d (b) Mapa t(r, t)

r=R=0.0m, via R 0.6
\ — - r=R=0.5m, incremental (11,, q»)
0.6 4 N r=0.25m, via R
: N \ — - r=0.25m, incremental (1,, g,) - 0.4
N
~
~ - - 0.2
0.5 ~ g
&l N
~ —_
E Y é Loo &
< 0.4 A ~~ Iy =
~
k= ~ 0.2 -
k. - —0.2
~
0.3 .
~
— —~— 0.1 —-0.4
— e, -
0.2 T e——
— -0.6
T T 0.0 T T
10! 10?2 101 102

idade t (dias) idade t (dias)

Figura 9 — Torgao de cilindro, Caso 1 (R =0,5m, AT =0, z, = 3 d): (a) cortes 7(t) em 7 = R e
r =0,25m; (b) mapa 7(r,t).

Caso 2 — giro harmoénico. Mantém-se R, ¢0 /L e o material. O carregamento impde, a partir da idade
2y,

o(t)

T:%[l—kfisinw(t—zo)], k=0,25, w=2rrad/d (T'=14d),

rodado em z, = 3 dias (mesma idade do Caso 1) e em z, = 28 dias. Com J (w,2) = J (w,2) — i.J (w, 2)
da cadeia de Kelvin,

e G (w,2) = 1/[2(1 + v)J], a referéncia quasi-estaciondria escreve-se

¢0 R<t7 ZO)

L0+ + 7’% K [G/ (w, t)sinw(t — z,) + G (w, t)cosw(t — 2)] 5

T(r,t) =

’ "
com G e G avaliados na idade corrente ¢, e ndo congelados em z,. A Figura 10 traz, para cada idade,
os ultimos cinco ciclos em 7 = R e o mapa 7(r,t). A amplitude e a fase do histérico incremental sao
extraidas por detecgdo sincrona com rejeicdo de deriva — a parcela média relaxa via R(t,z,) e ndo é

constante na janela — e comparadas com ]G*| e 0 no centro da janela de leitura. Reporta-se também o
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nimero de Struik S = T/z nessa janela. Em 2z, = 28 dias (S =0,025), e, = —3,7 X 1077 e ey, = 0,013
; em 2, = 3 dias (S =0,069), ey = —7,8x 1074 e ey, =0, 044°. O algoritmo incremental e a referéncia
quasi-estacionaria ficam sobrepostos; o ensaio ciclico expoe desvio de fase e aciumulo temporal na
integracdo de w; ,, que o Caso 1, monétono, nao revela.

T (MPa)

T (MPa)

(a) Ultimos 5 ciclos —zo =3 d
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Figura 10 — Torgao de cilindro, Caso 2 (R=0,5m, k = 0,25, T=1d): (a,b) zg =3 d; (c,d) 2o =28 d
— cortes em r = R e mapas 7(r,1).

8.3.4 Laje livre sob hidratacao — campo nao separavel

O segundo teste complementar é puramente térmico e oposto em estrutura ao anterior. A solicitacao é
T(y,t) calculado por diferengas finitas (espessura L = 1,5m, geragdo adiabatica decrescente, convecgao
nas faces). Como o perfil T(y, -) muda de sinal entre aquecimento e resfriamento, ndo h4 separabilidade
T=0(t)h(y); a resposta s6 se obtém integrando passo a passo, com se¢do plana e resultante nula de
forca e de momento a cada instante — laje livre, distinta da laje fixa da Sec¢do 9.2, que usa outro
modelo térmico (L = 3m, fungao de Hill) e restricio €, = g, =0. A Figura 11 traz os mapas de T(y,t)
e 0,(y,t) e, abaixo de cada um, o corte em y = 0. No painel de tensoes, a referéncia hereditdria por

superposi¢ao com R(t,t)) e a resposta incremental aparecem sobrepostas (diferenca de 3,4 x 107 no
pico). H& tracdo na superficie e compressdo no nticleo apés o pico térmico (méaximo de 1,0 MPa na
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face). O solver foi verificado separadamente com 1(y,t) = 0(t)cos(my/L), caso separdvel com referéncia
analitica (diferenca de 1,5 X 1072 no pico).

(a) Campo térmico T(y, t) (b) Tensdes o1(y, t)
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Figura 11 — Laje livre sob hidratacao (L = 1,5m): (a) T(y,t) e (b) o,(y,t); abaixo, cortes em y = 0
(hereditaria via R X incremental no painel de tensoes).

Refinando a malha de tempo uniformemente nos dois casos, o erro do algoritmo cai com ordem préxima
de dois quando o carregamento comega em idade avancada — 1,8 para 2z, = 7 dias e 2,1 para z;, = 28
dias —, mas cai apenas com ordem 1,1 quando comeca em z;, =1 dia. O erro méximo localiza-se
sempre no primeiro passo apds o carregamento. Ea confirmagdo numérica do que se registrou na Secao
7.2: nas primeiras idades, D,(z) e E(z) variam na escala do préprio passo, e a regra do ponto médio
perde a ordem.

8.4 Furo cilindrico sob tensdes remotas

Os casos anteriores sdo todos térmicos e, por isso, verificam a formulagdo de um s6 lado. Convém fechar
a validagdo com um caso em que AT =0 e o carregamento é mecanico e mantido, porque ai vale o
Teorema I de Zhu (2014, §6.4): as tensdes nao sao afetadas pela fluéncia, e é a deformacao que cresce,
em qualquer ponto, pelo fator 1+ E(7,)C(t,7,). E o outro lado da moeda em relagio & Segio 8.2, e
amarra diretamente com a instrumentacao da Parte II.
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O problema é o do furo cilindrico de raio a aberto em meio infinito submetido a um tensor de tensoes
remoto, resolvido por Hiramatsu e Oka (1962) para estado triaxial. Trata-se do Kirsch generalizado para
um corpo tridimensional, em estado de deformacao plana ao longo do furo, com a contribuicdo propria
daqueles autores no acoplamento axial: a componente o, na parede depende de v e das tensoes remotas
transversais. Ruggeri e Gomes (2013) reescreveram a solugdo em forma matricial, na notagdo adotada
aqui. Com 1 = a/r e § medido no plano da segio,

{067 UC? TGC? TCr? Trgs UT}T: [M<V7 07 77)] {OOO UOO? 0207 ToS

T
T ) Yy yz?ﬁ?Too}7

ry

com os coeficientes m;; dados naquele relatério. Na parede, n=1 e resultam o, =7, =7, =0,
restando as trés componentes que a instrumentacéo alcanca. A implementacao foi conferida por trés
caminhos: as duas equagoes de equilibrio em coordenadas polares, satisfeitas com residuo da ordem de
10_9; as condi¢oes de contorno na parede, exatas; e o campo remoto, que para 7 > g reproduz a rotacao

do tensor imposto.

O esquema do problema estd na Figura 12; a Figura 13 retne os resultados. Adotam-se a =1,5m,
v = 0,20 e tensor remoto de —2,0, —1,2 e —3,0 MPa nas dire¢des normais, com cisalhamentos de 0, 4,
—0,5 e 0,8 MPa. A concentragao leva gy de —1,9 MPa no campo remoto a —6,8 MPa na parede, e ha
um trecho de tracdo de até 0,4 MPa na direcdo ortogonal. Aberto o furo na idade z;, = 28 dias e
mantida a solicitagdo, o algoritmo devolve tensdo constante e deformagdo igual a o,J(¢,2,) com
diferenca de 4 x 1071 — exata, e nao aproximada, porque o degrau ¢é contabilizado apenas por ADMO,
como se mostrou na Segio 6.3. Na parede, com o, = 0, a componente ¢,(t) segue —v/(0y + 0.) J(t, 2)) e
confirma o mesmo comportamento.
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Furo cilindrico em meio infinito sob tensor remoto triaxial
Hiramatsu e Oka (1962) — carregamento mecdnico mantido, AT = 0 (Seg¢do 8.4)

//r\\ O = -3,0 MPa

~
¢ (eixo av {uro)
~

leitura na parede
(r=a, 8=052°):
g, 0> Ty

arestas tracejadas: meio infinito; deformacdo plana ao longo do eixo do furo
cisalhantes desenhadas no sentido positivo; valores no quadro abaixo

Geometria: furo cilindrico de raio a = 1,5 m, eixo { = z, em meio infinito; n = a/r, 8 no plano da secao.
Tensor remoto: o, = —2,0; Oy = -1,2; 0,,, = =3,0 MPa; Tyzoo = 0,4;t. =-0,5; Tayoo = 0,8 MPa.
Contorno: parede livre: o, = 1,4 = 1;, = 0 em r = a; tensor remoto recuperado para r — .
Carregamento: furo aberto em z, = 28 dias, solicitacdo mantida; AT = 0 (Teorema I de Zhu).
Material: v = 0,20; E(z) e D(t,z) da cadeia de Kelvin com envelhecimento (UHE Itumbiara).
Resposta: o constante; gy(t) = 0pJ(t,zy) € €,(t) = —v(0yt0,)J(t,zy) na parede, 6 = 52°.

ZX00

Figura 12 — Esquema do furo cilindrico sob tensGes remotas (Hiramatsu e Oka, 1962).
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Op na segao do furo Leitura na parede (r=a)
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Figura 13 — Furo cilindrico sob tensor remoto triaxial. Acima: 0y na secdo (esquerda) e as trés
componentes lidas na parede (direita). Abaixo: ,(t) e €,(t) na parede sob carga mantida a partir de
2z, = 28 dias (o constante, deformacao por J).

H4 uma segunda razdo para incluir este caso. A determinacgdo experimental do tensor a partir de
deformagdes medidas em dire¢es escolhidas na parede — o método STT, ou os rasgos do método das
almofadas — é a mesma operagao da roseta do concreto massa: monta-se €, = n-€ -n para cada dire¢do
¢ inverte-se o sistema. E exatamente onde a distingao entre ;€ €ij registrada na Secdo 2 corrompe o

resultado se for ignorada. Percorrendo a ida e a volta com quatro dire¢oes na parede, o tensor

recuperado coincide com o imposto até 6 X 107" em 1075 A verificagao é trivial do ponto de vista
numérico e nao trivial do ponto de vista da montagem: é a mesma rotina que a Parte II aplica as
leituras de campo.

9. Consideracdes sobre a capacidade de deformacao

A literatura trata sob o mesmo nome duas coisas distintas. A primeira é o ensaio de capacidade de
deformacdo, em que uma viga é levada a ruptura e se registra a deformacdo da fibra extrema no
instante da fratura. A segunda é o critério de capacidade de deformacao, regra de verificacdo empregada
em estudos térmicos quando nao se dispoe daquele ensaio, e na qual a capacidade é estimada a partir do
moédulo de ruptura f. e do médulo de elasticidade E.

9.1 Critério classico e equivaléncia em tensdes

Houghton (1976) propds estimar a capacidade de deformacdo na tracdo a partir de ensaios correntes.
Para carregamento rapido,
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Para carregamento lento, o acréscimo por fluéncia conduz a

5fap(t= Z) = fT(Z) J(t7 Z),

ou, com o coeficiente de fluéncia (¢, z) = F(z)D(t, z),

elp(t,2) = lyp(2) [1+ 0(t, 2) ]

Do lado da solicitagdo, admite-se estado uniaxial, restricdo escalar K e queda de temperatura AT
contada a partir da temperatura maxima da pega:

Egem(t) = Kpa AT(t) [ + & quando houver |.

A referéncia em T, . tem origem documentada. Carlson, Houghton e Polivka (2026) registram que, no
instante da temperatura interna maxima, “a tensao é proxima o suficiente de zero, de modo que se pode
assumir que seja zero”. A razado fisica estd no mesmo texto: durante a elevacdo de temperatura o
concreto é “mais ou menos plastico”, e s6 depois do pico se torna “mais resistente e aproximadamente
mais elastico”. Trata-se de constatacdo de obra, colhida em barragens instrumentadas, e nao de
resultado de calculo. O instrumento embutido fornecia deformacdo e temperatura; converter uma na
outra exigia precisamente o que era incerto, o modulo na idade de carregamento e a relaxacdo. A
hipétese antecede, portanto, a possibilidade de calcular a histéria de tensoes, e ndo se confunde com o
instante em que a tensdo calculada é nula — instante posterior, em geral no resfriamento, quando a

compressao acumulada no aquecimento se dissipa.

A verificacao classica escreve-se

em que v é um coeficiente de seguranca. A forma de projeto mais usada é a queda de temperatura
admissivel, que a pratica brasileira de estudos térmicos, sobretudo na linha Carlson/Houghton,
denomina Equivalente em Variagdo de Temperatura (EVT):

Ep(ts2)  f,(2) J(t, 2)
ATadm(t?Z) = IgROé = KROé .

Trata-se de expressar a capacidade de deformacdo em unidades de temperatura: a deformagao

admissivel dividida por K pa. Substituindo Sfap = f,J e dividindo ambos os membros por J(t, 2),

KpaAT(t)

T S hE e o) < L),

em que 0.5 = KpaATE s e E4(t,z) =1/J(t,2) é o médulo efetivo. Ou seja, o critério da capacidade
de deformacao ¢é, termo a termo, um critério em tensées com modulo efetivo. Como indice de fissuragao,
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I(t) B U€f<t> B 8dem(t> .

A rota do ensaio de deformacao lenta absorve E, D e f. numa tnica medida. A rotina de célculo em
tensoes exige as trés informagoes separadamente, mas dispensa as hipoteses simplificadoras de
uniaxialidade, de coeficiente de restrigdo escalar (a menos que se queira simplificar e aproximar uma
situagdo 3D de uma 1D) e de idade tunica de carregamento, que estdo embutidas na existéncia de um
J(t, z) tinico no denominador.

9.2 Laje fixa com envelhecimento e comparacao dos critérios

A laje fixa de Zhu (2014, §7.1), com deslocamentos horizontais impedidos (g, =€, = 0), face livre (
0, =0), é o mesmo estado de restrigdo do problema da Secao 8.2, agora com histéria térmica continua e
modulo de elasticidade variando com a idade. A situacao se enquadra no que é descrito pelo Teorema 11
de Zhu (for¢a madssica nula, variacdo de temperatura ndo nula, parte do contorno livre e parte com
deslocamento conhecido), e, portanto, os deslocamentos sdo os da estrutura eldstica. O método do

coeficiente de relaxacao (eq. (7.10) de Zhu) escreve:

E;,a AT,

1—v

o(t,) = Z Ac§ K(t,,T;), Aot =

)
i=1

, K(t,7) =

com F; = [E(ti,l) + E(tz)] /2eT;=(t;_1+1t;)/2. A R(t,7) é obtida de J como na Se¢do 8.2.1 (nao
se usa a formula empirica (7.13) de Zhu: o material é a mesma cadeia de Kelvin com envelhecimento das
Figuras 4 e 5).

O campo de temperaturas adotado como exemplo é obtido do historico de temperaturas do ponto
central (r = 1,5m) de uma laje sobre um terreno (caso tipico de uma fundagao). Tal histérico é obtido
de um modelo unidimensional de condugdo de calor de uma laje de espessura L = 3m, com geracao
interna (fungdo denominada de ‘Hill’) e conveccdo nas duas faces. Pardmetros adotados:
T,=T,,=20C; k=75k]/(m-h-°C), p=2400kg/m®> e ¢=0,75k]J/(kg-°C), donde
a=k/(pc) =0,10m?/d; h, = 43,2kJ/(m?-h-°C); elevacio adiabatica AT,; = 50°C com 7=36h e
B=2 (1t e B sdo pardmetros cinéticos do grau de hidratagdo); maturidade por Arrhenius com
E,/R=4000K e T, = 20°C. O pico no centro resulta em 68°C aos 2,5 dias. Na laje fixa, o0, = o, no
ponto depende apenas da temperatura local; comparam-se a eq. (7.10) com K = R/E e o algoritmo
{nn}, q,, cuja diferenca maxima na malha empregada é de 0,034 MPa — cerca de 1% do valor de pico.

Com a mesma histéria de temperatura, a Figura 14 compara os critérios da tensao e da capacidade de
deformagao da Secao 9.1. Como a restricao ¢é total (¢, = €, = 0), adota-se K =1; o fator (1 —wv)

corresponde ao estado biaxial da laje, equivalente ao estado uniaxial em que o critério classico esta
escrito. A resisténcia a tragao evolui com a maturidade, f, = f, , t;/(a" +15), com f, ., =4,5MPa,
a=2den=1,2.

No grafico superior direito (Figura 14) estd o critério classico: a solicitacdo é a queda 7). — T contada
a partir do pico e a capacidade é

fi() J(t, z) (1 —v)

EVT(t) = — ,
R

— "max"

O EVT inclui a parcela eldstica de J e, por isso, parte do patamar f,/E(z) em ¢, ., e ndo de zero. No
grafico inferior direito (Figura 14) esté o critério adaptado: a mesma verifica¢do reescrita em tensoes,

¢ _I(Ra{(crmax_T>Jr
) = g
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tragada desde ¢ = 0, nula durante o aquecimento e crescente no resfriamento, e comparada com f,(t).
As duas escritas sdo a mesma desigualdade, e de fato T, —T<EVT e o,; < f, trocam de sinal no
mesmo instante, aos 20 dias.

Interessa comparar esses dois painéis com o inferior esquerdo (Figura 14). Ambas as escritas do critério
classico anunciam fissuragdo aos 20 dias: ao final, 0., = 5,76 MPa contra f, = 4,48 MPa. A integracao
incremental da histéria completa fornece 5,47 MPa e também ultrapassa a resisténcia. A diferenca vem
das duas hipoteses da rota classica, a tensdo nula no pico térmico e a idade Unica de carregamento
Z = Tmax, que deixam de fora a compressdo acumulada durante o aquecimento e a relaxagdo dos
incrementos aplicados nas primeiras idades.

Convém analisar como essas duas hipoteses se combinam. No exemplo, a tensdo no pico térmico nao é
nula: vale —6,45 MPa de compressido. Do pico ao final da simulac¢io a tensdo varia 11,9 MPa, ao passo
que a estimativa dessa mesma variacao pelo médulo efetivo com idade unica fornece 5,76 MPa. Os dois
desvios tém sinais opostos e em boa parte se compensam: 0 + 5,76 = 5,76 contra —6,45 4+ 11,9 = 5,45
. A concordancia aparente entre o, s € a tensdo incremental em obras com histérico semelhante deve-se a
essa compensacao, e nao a exatidao isolada de cada hipdtese.

. . * ~ /7 e
Se, em contrapartida, se conhecesse o instante ¢ em que a tensdo retorna a zero apds o periodo
. * . ¥ . .
compressivo — no exemplo, t = 12,5 dias e T = 46°C — e se adotasse esse instante como origem da
. (e ~ ~ 7/ . * 7’
verificagdo, a deformacdo térmica acumulada desde ¢ é a mesma nas duas rotas:

Egem(t) = KRa(T* —T)/(1 —v) para t >t . O desvio entre a curva tracejada azul clara e a tensdo
incremental no painel inferior direito da Figura 14 ndo vem da solicitacdo térmica, e sim da fluéncia
adotada no denominador.

A forma ingénua sz: (K pa(T —1),1/1—v)/J, t") aplica um tnico J(t,t°) a queda total de

. . . . * .
temperatura, como se todo o resfriamento tivesse sido imposto de uma vez em t . Isso superestima o
tempo de fluéncia de cada parcela de deformacao e, portanto, subestima a tensdo — a curva parece
“mais fluente” do que a incremental, embora €,,,, seja idéntica. A extensao multi-idade,

* KpaAT,/(1—v) «
(L) = ’ t>t
O'ej() Z J(t,Tk) 9 = )

k1, > "

atribui a cada incremento AT, o J da sua prépria idade 7, e acompanha a incremental de perto nas

primeiras semanas (desvio quadratico médio de 0,22 MPa apds t", contra 0,54 MPa com J tnico e
1,77MPa com z =t ). O residuo no longo prazo (5,01 contra 5,47 MPa ao final) reflete o estado de

’ . . . . * * ~ . . . 7’ . . 7’ .
memoria da cadeia de Kelvin no instante ¢ : o(t ) =0 nao implica histérico viscoelastico nulo, e a
compressao anterior continua a influenciar a tragao subsequente.

Dai decorre uma recomendagdo de ordem pratica: as duas hipéteses classicas (0 =0 em ¢, e idade
tnica z =t ,.) nao podem ser corrigidas em separado. Mantendo-se a compressao de pico calculada e
conservando-se o médulo efetivo com z =t ., obtém-se —0,69 MPa, ou seja, a conclusdo de que nao
haveria tracdo. Com z = t" e fluéncia multi-idade, a mesma estrutura de critério aproxima a tensao
incremental, mas t" e o estado de meméria em ¢ nao sio dados de projeto: s6 emergem do calculo

completo ou da instrumentacao.

Em histérias de resfriamento suave e restri¢do uniforme, 0., e a tensdao incremental acompanham-se; a
divergéncia em historias multi-idade é o objeto da Segao 9.3.
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T — laje fixa, centro critério classico (cap. de deformacao)
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Figura 14 — Laje fixa com envelhecimento: topo — 7' no centro e critério classico (1}, — T e EVT);
base — critério em tensdes (o, = o, via Zhu e via incremental, com f;) e critério adaptado (o, com

2=t O ¢ multi-J desde t*, tracejado azul claro).

9.3 Limite de validade e verificacdo com a formulacdo incremental

Numa historia térmica real ndo ha uma unica idade z de carregamento: a tensao se constroéi por
incrementos aplicados em todas as idades. Nao existe, portanto, um J(¢,z) tnico, nem um modulo
efetivo tnico, e a identidade acima se dissolve. O critério classico permanece exato apenas no caso
particular de carregamento em uma s6 idade — que € precisamente a situacdo de um ensaio.

Neste ponto, a formulacao incremental deste artigo faz sentido novamente. Tendo como dado de entrada

com os mesmos D;(z), 7; e E(z), ela devolve o campo {o(t)} em toda a estrutura, e a verificagdo passa
a ser:

com o, a tensdo principal maior. Nessa forma, os elementos de natureza empirica ficam restritos a f,(t)

e ao limiar [,;,, cada um com significado proprio e com incertezas passiveis de avaliagao
separadamente.

Zhu (2014, §6.4 e §6.5) delimita esse alcance por outro caminho. Alfrey ji tratara a estrutura
homogénea sob condig¢oes de contorno simples, com o contorno inteiramente sob forcas ou inteiramente




sob deslocamentos prescritos. Zhu estendeu o resultado a estrutura nao homogénea sob contorno misto,
sob a condicao de que as constantes de material sejam proporcionais,

E\(7) Cy(t,7) = Ey(7) Cyt, 7), Hy = By = My

e enunciou dois teoremas: o Teorema II, empregado na Secao 9.2, e o Teorema I, retomado na Secao 9.4.
Ambos valem com envelhecimento, ja que E e C' dependem da idade. Portanto, nisso vao além do
principio da correspondéncia. As estruturas que satisfazem essa condi¢do o autor chama estruturas de
deformacao proporcional: peca homogénea sobre fundacao rigida; peca ndo homogénea sobre fundacao
rigida com constantes proporcionais; peca e fundacdo viscoelastica com todas as constantes
proporcionais. Nesses casos a resposta viscoelastica sai da resposta elastica pelo Teorema I ou pelo
coeficiente de relaxagdao do Teorema II, sem integracao incremental, como se fez na Secao 9.2.

Fora dessa classe o proprio autor remete, entdo, ao método dos elementos finitos (MEF, ou em inglés
FEM). E o caso de concretos de fluéncias ndo proporcionais devido ao contato, por exemplo, de um
concreto com a rocha de fundacio, de camadas lancadas em idades diferentes, e de contornos que
variam com a evolucdo da obra. Para esse outro dominio, mais geral, é valido o que foi apresentado na
formulagao das Segoes 4 a 7. Ali também ha premissas de validade, mas atende ao caso geral em que a
hipétese de proporcionalidade nao se sustenta.

9.4 Ensaio de fluéncia na flexao sob carga mantida

Como alternativa ao ensaio destrutivo de capacidade de deformacdo sob carregamento rapido, propoe-se
um ensaio de fluéncia na flexdo em que a carga é aplicada e mantida constante, sem levar o corpo de
prova a ruptura. Numa viga biapoiada com carga nos tercos, o campo de momentos é fixado pelo
equilibrio; se o material é homogéneo e envelhece uniformemente, a distribuicao eldstica de tensoes
satisfaz as condigoes de equilibrio e compatibilidade em qualquer instante. Nao é necessirio invocar o
principio da correspondéncia de Alfrey e Read, que exige niucleo de convolugdo e nao vale com
envelhecimento.

Isto estd amparado pelo Teorema I de Zhu (2014, §6.4), enunciado para material com envelhecimento.
Para a estrutura homogénea, ou ndo homogénea com constantes de material proporcionais, com variagao
de temperatura nula, parte do contorno sob forca externa e parte com deslocamento impedido, as
tensoes devidas as forcas de massa e as forcas externas nao sao afetadas pela fluéncia, e a deformagcao
em qualquer ponto e instante obtém-se da deformacgao eléstica na idade de carregamento 7, por

e(x,y, z,t) =e(z,y, 2,7)) [1 + E(m) C(t, 7'0)] .

A viga sob carga mantida é esse caso. A distribuicdo de tensées permanece a elastica e a deformacio da
fibra extrema cresce pelo fator 1 + ¢(t, 7)), isto é, £(t) /o, = J(t, 1), que é a leitura do ensaio.

Registrando a deformacdo da fibra extrema e() sob tensdo constante o, aplicada na idade z,

J(t, 2) = M,

9

em que " provém de viga companheira descarregada, selada nas mesmas condicoes. Recomenda-se
0y <0,4f,(2) para permanecer na faixa linear e evitar microfissuracio que acrescenta nao-

(1) ()

linearidades. Replicando o ensaio em idades escalonadas z;’,...,%, ', constrdi-se a superficie D(t,z) e
obtém-se os parametros da cadeia de Kelvin, que sdo o dado de entrada da formulacao na Secdo 3.

Do ponto de vista do algoritmo, esse ensaio é o degrau {Ao,} em t, = z, com {Ao,} = 0 para n > 1.
Nessa condigdo, a Se¢do 6 mostrou que os termos sucessivos da soma se cancelam dois a dois e o
resultado reproduz exatamente J(¢, z,) — o ensaio serve, portanto, ao mesmo tempo como calibragao da
cadeia e como validacao do codigo antes de aplica-lo & histéria térmica.
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10. Conclusoes

Neste trabalho foi apresentado, detalhadamente, a deducdo do incremento de deformacdo de fluéncia
com envelhecimento na forma {Aef} = {n } + ¢ [V[{Ao,}. A partir da funcéo de fluéncia D na forma
de uma série de exponenciais com coeficientes D, (z) dependentes da idade e tempos de retardo 7;, sob a
hipétese de taxa de tensao constante em cada passo, obtém-se o escalar q,,as variaveis auxiliares {wln}
e o vetor hereditario {nn}, sem reintegrar desde a origem.

Verificou-se, por via analitica e numérica, que, sob um degrau de tensao Ao, aplicado na idade z;, e
mantido constante, o algoritmo reproduz exatamente D(t, z,) e, com a parcela eldstica, a prépria funcao
de fluéncia J(t,z,), qualquer que seja a discretizacdo temporal. A formulagdo situa-se alinhada ao
algoritmico de Zocher et al. (1997), porém agora ancorada na func¢ao de fluéncia com envelhecimento.

A incrementalizacdo foi validada no limite sem envelhecimento (Zocher et al.) e em estado plano, bem
como em laje fixa com envelhecimento (Zhu). Com isso, a Parte I fecha o elo entre a dedugdo e a
implementagao em elementos finitos.

Resta delimitar o alcance, que pelos teoremas de Zhu para as estruturas de deformagado proporcional, a
resposta viscoeldstica com envelhecimento sai diretamente da resposta eldstica, sem integragao
incremental. E o caso da peca homogénea sobre fundacéo rigida e o da peca e fundagio com constantes
de material proporcionais. A formulacao apresentada ndo substitui esse resultado, dentro desse escopo
de validade. Destina-se ao caso geral, em que concretos de fluéncias distintas convivem na mesma
estrutura, a fundagdo é real e o contorno muda ao longo da construgao, com retiradas de formas,
alteracao nas condi¢Oes de cura e ambientais, situagOes essas para as quais o préprio autor remete ao
método dos elementos finitos.

A Parte II, em preparagao, tratard da validacdo numérico-experimental de um concreto massa
denominado ‘classe J’ do VET (Vertedouro Extravasor de Troncos) da UHE Santo Antonio:
comparacao das deformagoes do MEF com extensdémetros, do tensor de tensdes da roseta-+caixa
atensorial com as advindas pelo software de elementos finitos, e do concrete stress meter como referéncia
de apoio, em tempo reduzido via shift factor ar.
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12. Anexo A — Lista de simbolos

Simbolo Significado

J(t, 2) Funcao de fluéncia total: deformagdo por unidade de
tensao em t para carga aplicada na idade z

D(t, =) Parcela de fluéncia propriamente dita, J(t,z) — 1/E(z)
; D(2,2) =0

D;(z) Amplitude do i-ésimo elemento da cadeia de Kelvin,
dependente da idade de carregamento

D:f ., Valor de D, no ponto médio do passo n:

T Tempo de retardo do i-ésimo elemento da cadeia (
i1=1,..,N)

N Ntmero de unidades de Kelvin da cadeia

M, Ntumero de exponenciais de envelhecimento da i-ésima
unidade

a,b . c . Coefici _ M; —z/e;,

ir O js Cij oeficientes da forma D;(z) = a; + Zj 2 b; je j

AD, , D(t,,z) — D(t, ,,2); com z = t, escreve-se AD,

Vv, [V] Operador espacial isotrépico com Poisson elastico
(tensor de 4* ordem e matriz de Voigt com Vi = 2¢;5)

E(z) Médulo de elasticidade na idade z

€, 5’ Tempos reduzidos correspondentes a t e z (o apdstrofo
em ¢ denota a idade de carregamento)

ap Shift factor do principio de superposi¢do tempo—
temperatura

{Aoy} Degrau de tensao aplicado em t

{Ac,} Incremento de tenséo no passo n (parte continua da
histéria)

q, Coeficiente escalar do passo corrente

{win} Varidvel auxiliar de meméria do i-ésimo termo da série

{n} Parcela hereditaria conhecida no inicio do passo

n

13. Anexo B — Obtencéao da cadeia de Kelvin

A Secao 3 toma a cadeia de Kelvin com envelhecimento como dada. Este anexo trata de onde ela vem:
como determinar os tempos de retardo 7; e as amplitudes D,(z) a partir de um modelo previsor ou de
dados de ensaio, quais restrigoes a superficie de fluéncia deve respeitar, e por que, no caso do modelo
B4, esse trabalho nao precisa ser feito por regressao.

13.1 O problema

A formulagdo das Segdes 4 a 7 exige que D(t,z) seja uma soma finita de exponenciais na duracao de
carga, com tempos de retardo comuns a todos os incrementos de tensdao. E a fixidez dos 7; que permite
fatorar o estado interno nas varidveis {w, ,} e obter a recorréncia de custo constante por passo; e é a

dependéncia de D; apenas em z que preserva a linearidade da superposicao.

Dado um previsor de fluéncia, o problema é determinar {7;, D,(-)} que reproduza a familia de curvas
com residuo pequeno o bastante para nao contaminar o calculo de tensoes. A resposta depende de uma
propriedade do previsor.
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13.2 Modelos separaveis: ajuste exato em dois estagios

Um previsor é separavel quando a fluéncia especifica é o produto de uma fungdo da idade por um ntcleo
que depende apenas da duracao,

D(t,z) = p(z) K(t — 2).

E o caso do ACI 209, cujo niicleo tem a forma K(u) = u¥/(d + u?) e cuja dependéncia da idade entra
por um fator multiplicativo.

A separabilidade decompde o ajuste em dois problemas independentes, cada um deles unidimensional e,
por isso, levavel a precisdo arbitraria. No primeiro estagio ajusta-se o nucleo,

K(u)~ . ¢, (1— e/ ) ; no segundo, a lei de envelhecimento, ¢(z) ~ a + Zj bjefz/c.i, O resultado
é o produto, D;(z) = ¢, p(2), e o erro total é a soma de dois erros que se controlam separadamente. A

chave é que a idade entra apenas como fator de escala vertical comum a todas as unidades: a forma da
curva em duracao é a mesma para toda idade de carregamento.

13.3 Admissibilidade da superficie de fluéncia

Duas condigoes interessam. A primeira é a monotonicidade: a fluéncia cresce com a duracdo e decresce
com a idade de carregamento,

A segunda é a condicdo de ndo divergéncia,

O J(t, 2)
> )
aHoz =

que exige que as curvas de fluéncia de idades de carregamento distintas, tracadas contra o tempo
corrente, nao se afastem entre si. Nao é exigéncia termodindmica estrita, mas é satisfeita pelos dados
experimentais e é condicao suficiente para que o moédulo de relaxacao obtido por superposicao seja nao
negativo e mondétono — o que importa diretamente aqui, j& que R é obtido de J pela recorréncia da
Secao 8.2.1.

Aplicada a forma da Secao 3, a ndo divergéncia fornece um critério por parcela. De

7D o [P, D

ot 0z o * 72

i 2

segue que a positividade termo a termo equivale a

D;(z)
T < W

para toda idade z de interesse. Para a forma usual D;(z) = a; + b;je */% com a;,b; > 0, o critério reduz-
se, no caso a; = 0, a condicao 7; < ¢;: o tempo caracteristico de decaimento da amplitude nao pode ser
menor que o tempo de retardo da unidade. O critério é suficiente e ndo necessario — a soma pode ser
admissivel com parcelas isoladas violando-o —, mas serve como diagnéstico preciso, aplicavel unidade a
unidade sobre a cadeia montada.
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Convém registrar o resultado desse diagnoéstico sobre os previsores usuais, avaliado antes de qualquer
ajuste, numa grade de oito idades por seis duragdes: o ACI 209 viola a nao divergéncia em 24 dos 48
pontos, o US Bureau em 27, e o B4 em nenhum. Nao é razao para descartar os dois primeiros, cuja
utilidade em estudo preliminar permanece, mas explica por que a cadeia ajustada a eles produz médulo
de relaxacdo negativo nas idades jovens com tanta frequéncia: a inadmissibilidade ja estd no alvo, e o
ajuste apenas a transporta.

13.4 O modelo B4 e a representacao espectral exata

A fluéncia bésica do B4 em condicoes seladas conserva a forma do B3,

n t
J(t,2) = q, +q,Q(t, 2) + g,ln [1 +(t—=2) ] + q41n;, n=0,1.

As trés parcelas dependentes do tempo correspondem a fluéncia viscoelastica com envelhecimento, a
viscoelastica sem envelhecimento e & de escoamento, deduzidas da teoria da solidificacdo. Nao sao trés
ntcleos empiricos escolhidos por conveniéncia, e é dessa diferenca de natureza que decorre o insucesso de
trata-las como se fossem do mesmo tipo.

O B4 nao é separdvel, e nenhuma quantidade de termos adicionais na lei de envelhecimento corrige isso.
A parcela g, ilustra a razdo. Escrevendo u =t — 2z, tem-se ¢,In(t/z) = ¢q,In(1 +u/2), que é uma
translagdo horizontal no eixo logaritmico da duragdo, com fator de deslocamento proporcional a z.
Deslocamento de logaritmo é aditivo, nao multiplicativo: a razdo entre a curva de z e a de uma idade de
referéncia depende de u, e nao fracamente. Com z,., =7 d e 2= 0,5 d ela vale 8,23 para u =1 d, 3,44
para u = 10 d e 1,97 para u = 91 d. Nao existe D(z) capaz de absorver uma variagdo de fator quatro
dentro de uma janela de duragao ordinéria.

A saida é transferir o deslocamento para as amplitudes, ndo como fator multiplicativo comum, mas
como redistribuicao espectral. Nessa forma o resultado é exato.

13.4.1 Parcela de escoamento

A identidade de Frullani fornece, para z > 0 e u > 0,

/000 (1—6“’/T>62/Td—7_:1n<1+g>.

T

Reconhecendo d7/7= dln7, isso diz que a parcela de escoamento possui espectro de retardo continuo
exato 2(4)(
vizinhos,

T, z) =q, e #/T. Discretizando com razio geométrica constante X entre tempos de retardo

DE4)(2) =q,InX e A/,

isto é, a forma a; + bie_z/ % adotada na Secdo 3 é exatamente a forma correta para esta parcela, com
a;=0,0,=¢q 4lnX igual para todas as unidades e ¢; = 7,. Nao hd parametro a ajustar.

Duas consequéncias numéricas merecem registro, porque contrariam a pratica corrente. O espectro tende
a ¢, quando 7 — 00: ¢ plano até o infinito, sem plato. Truncar a janela de 7 na duragao médxima de

(7 4
andlise custa cerca de ¢, U/ Tyax, 0 que para u =91 d e 7, = 10" d representa quase 1% — erro que
nenhum algoritmo de minimos quadrados elimina e que ele redistribui pelas demais parcelas,

contaminando o ajuste inteiro. A janela deve estender-se a 10° ou 10" dias. E o espacamento usual de
meia década é grosseiro para esta parcela: passando a quatro unidades por década, o erro cai de 0,22%

para cerca de 1072%.

H4 ainda um ponto que explica um sintoma conhecido. Como oJY /ot =q A /t ndo depende de z, tem-se

o g /Ot Oz = 0: esta parcela situa-se exatamente sobre a fronteira da ndo divergéncia, sem folga
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alguma. Qualquer erro de ajuste que produza c; ligeiramente menor que 7; empurra a unidade para o

lado inadmissivel. Como, além disso, a sensibilidade & idade, —aJW /0z = q,/z, diverge quando z — 0,
entende-se por que os médulos de relaxagdo negativos aparecem preferencialmente em z=0,5e z =1
dia. Impor a identidade acima, em vez de regredir a lei de envelhecimento desta parcela, remove essa
fonte de inadmissibilidade por construcao.

13.4.2 Parcela viscoelastica com envelhecimento
Resta a parcela qu, definida pela integral de solidificacao

q,Q(t, 2) = / U(s) @/(s—z)ds, (I)(g):ln(1_|_§”)7 w(s):%(ﬁ)m,

S

com A\, =1 dia e m =1/2. E a tnica genuinamente nao separdvel, e também ela admite representacao
exata.

Teorema. Sejam Y e P completamente mondtonas, com representacdes de Bernstein
P(s) = fgo plw)e ¥ dw e @ (§) = fgo l(o)e=¢/7do, com p,¢ > 0. Entdo, com u =t — 2,

C(t,z) = /+OO £(r,z) [1— e_“/T] dinT,

—00

com densidade espectral ndao negativa dada em forma fechada por

£(r,2) = /Tmé(a)p<%_—%>exp[—z(%—%)]do.

A demonstragao é curta. Escrevendo s = z 4+ £ e substituindo as duas representagdes, a integral interna
em ¢ vale 7'( 1— e_“/T) com 1/7=w+1/o. Trocando, a o fixo, a varidvel w por 7, tem-se
dw = dIn7/7, e o fator 7 da integral interna cancela o 1/7 do jacobiano. O dominio w > 0 corresponde a
T < 0, 0 que fixa o limite inferior.

Trés consequéncias interessam a este artigo.

A primeira é que a idade de carregamento comparece exclusivamente através do fator e **) com
w=1/7—1/0>0. A amplitude de cada unidade é, portanto, uma superposigio continua de
exponenciais decrescentes em z, com coeficientes nao negativos e sem termo constante. A familia
D;(z) = a; + b;e /% adotada empiricamente na Secio 3 é a familia exata, e a pratica de fixar a; = 0 na
primeira parcela encontra aqui a sua justificativa.

A segunda é que a admissibilidade é automética. As constantes de tempo sao ¢ = 1/w e os tempos de
retardo sao 7= 1/(w+ 1/0), donde ¢ > 7 para todo o finito: toda componente satisfaz estritamente o
critério de admissibilidade acima. A igualdade ocorre apenas no limite ¢ — 00, que corresponde a um
amortecedor puro — ou seja, a parcela de escoamento. As duas parcelas do B4 sdo membros da mesma
familia, e a de escoamento é o caso extremo, o tnico que toca a fronteira.

A terceira é uma limitacdo de principio. O espectro em c¢ associado a cada tempo de retardo é um
continuo que se estende de 7 até o infinito. Representd-lo por um tnico par (b;,¢;) por unidade é uma
reducdo severa, e é dela que provém o residuo irredutivel observado nas regressoes diretas da familia de
curvas. Nao é falta de termos: é a forma de amplitude inica que nao comporta o alvo.

Para 1(s) = q,A\;'s™™ a representacdo de Bernstein ¢ elementar, p(w) = ¢,A\y'w™ ~'/T'(m), de modo
que, representado previamente o nicleo nao envelhecido por & (§) = Zk (gk /Jk)e_g/ %, a densidade
torna-se uma soma finita explicita,
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com m=1/2 e I'(1/2) = /7. A estrutura é em dois niveis: a cadeia {g,,0;} ajusta o nicleo nao

. 0,1 . 1 . , . s .
envelhecido In(1+ ¢ "), que é problema unidimensional resolivel a precisio arbitrdria, e a férmula
acima faz o resto sem nenhum ajuste adicional. O envelhecimento nao é ajustado; é calculado.

Um cuidado numérico é decisivo. O expoente m — 1 = —1/2 produz singularidade integravel quando
T— 0, € para idades elevadas o fator e *" concentra a massa espectral numa vizinhanca estreita
imediatamente abaixo de cada o,. Integrar diretamente na varidavel 7, sobre células de largura
logaritmica fixa, perde essa massa: em ensaio com quatro unidades por década e z =91 d o erro assim
cometido chegou a —74%, o que se poderia confundir com falha da representacdo. A quadratura deve
ser feita na varidvel w, onde a massa e a singularidade sdo explicitas, e a substituicio w = v” elimina a
singularidade exatamente para m = 1/2.

13.4.3 Procedimento completo
Reunindo os quatro termos, a regressao da familia de curvas é dispensavel:

parcela tratamento

q, elastica, independente da idade; E =1/ g, constante na
equagao constitutiva

4, ntcleo nao envelhecido; amplitudes ¢,g;, constantes em
z

4, espectro exato ¢ 4672/ 7: amplitudes fechadas
q 4lnX e A/

q, espectro exato da férmula acima; amplitudes por

quadratura em w

As trés cadeias reiinem-se por concatenac¢ao, uma vez que a soma de cadeias de Kelvin é uma cadeia de
Kelvin e a formulagao das Segoes 4 a 7 nao distingue a origem de cada unidade — apenas o ntimero de
variaveis internas aumenta. Registre-se a consequéncia do primeiro item: no B4 o moédulo eldstico nao
envelhece, e o envelhecimento aparente do moddulo estatico é saida do modelo, recuperada como
E(z) ~1/J(z+ A,z). Manter simultaneamente uma lei FE(z) independente, importada da
caracterizagao térmica, contabiliza duas vezes o mesmo envelhecimento.

A implementacao usada neste trabalho monta a cadeia com quatro unidades por década de 1074 a 107
dias, o que resulta em N = 45 unidades apds compressao do espectro. O erro relativo contra o previsor
fica em 0,19% no méximo e 0,03% na média, e cai sob refino do espacamento — comportamento
caracteristico de erro de quadratura, e nao de erro de representacao.

13.5 A via por regressao e seu alcance
Quando o previsor ndo admite representagao fechada, ou quando o insumo sdo dados de ensaio, resta a
regressao. Ela é legitima, mas o seu alcance precisa ser declarado, e é menor do que se costuma supor.

A tabela abaixo compara, para o mesmo material B4, o erro relativo médximo da cadeia contra o
) )

previsor, em funcdo da idade de carregamento, pelas duas vias. A regressdo foi conduzida sobre uma

malha de idades de 0,5 a 91 dias.
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z (d) regressio espectro exato
0,25 38 % 0,3 %

0,5 7% 0,2 %

1 6 % 0,2 %

7 3% 0,2 %

28 4% 0,2 %

91 6 % 0,2 %

180 35 % 0,7 %

Dentro da malha ajustada a regressao fica na faixa de 3 a 7 %; fora dela o erro sobe uma ordem de
grandeza. O comportamento é o esperado de uma extrapolagdo, e nao é corrigivel por aumento do
numero de unidades, pela razao dada acima, na parcela viscoelastica. Duas recomendacoes decorrem dai.
A malha de idades do ajuste deve cobrir todas as idades de carregamento que a histéria térmica vai
efetivamente solicitar, o que no concreto massa significa comegar em fracdo de dia. E o resultado deve
ser submetido ao diagndstico de admissibilidade acima, unidade a unidade, antes de alimentar o calculo
de tensoes.

O ajuste por regressdo da familia de curvas com envelhecimento permanece, no estado atual deste
trabalho, a parte menos satisfatéria do procedimento, e estd em revisao. A via exata, quando aplicavel,
deve ser preferida.

1. Adota-se [V] sempre que se trabalhar em forma matricial (vetores coluna de Voigt) e V quando se
enfatizar a forma tensorial. O operador fisico é o mesmo, porém a representagdo matricial de Voigt e
o tensor de segunda ordem ndo sdo o mesmo objeto nas componentes de cisalhamento — distingao
frequentemente omitida e que, se ignorada, corrompe deformagoes direcionais e a montagem da
roseta (Jirasek e Bazant, 2002).

Na convencao de Voigt de engenharia adotada neste artigo, os vetores-coluna leem-se
{ey={esepeny ;v v AT {foy={o0,. 00 0., 70 Ty T2 T
xSy C2 J;y’ yz’ o } ) x) Ty Tz txy “yzy Tzx } )

com a deformacdo de engenharia Vi = 2e;; (i #+ j), enquanto o tensor simétrico € guarda as

componentes tensoriais €;;. Dai o fator 2(1 + v) na diagonal de cisalhamento de [V]: ele é coerente
com {e} = D[V]{o} em Voigt, e ndo autoriza tratar as trés ultimas entradas de {e} como se fossem

Epy» Eyzs €z, NUMA Operagao tensorial.

Em particular, a deformacgao na dire¢ao unitaria n é sempre a forma quadratica tensorial

6n:n'€'n:nla€w )

ou, expandida,
— 2 2 2
€y = E Ny TNy, +E.N; + Yy My + Yy T T, Ny

(com v, = 2¢,;). Se se montar um “tensor” colocando 7 no lugar de ¢, e ainda assim aplicar
ij v zy T

Y
n-€-n como se as entradas fossem tensoriais, o cisalhamento entra em dobro e a deformacao
direcional — e, por consequéncia, o tensor recuperado da roseta — resultam errados. A regra prética
é, portanto: (i) algoritmo constitutivo incremental em Voigt, com [V] acima; (ii) projecoes
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direcionais, autovalores e montagem /inversao da roseta no tensor ¢, convertendo €ij =, /2 na ida
ij

7
e, = 2¢,; na volta. <



